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1.1 Les agrégats
Dans l'Enylopédie Universalis, le mot agrégat désigne la réunion de substanes hétéro-
gènes et disparates. En ristallisation, il désigne l'assemblage d'entités dites partiules pri-
maires, dénies alors omme objets élémentaires. Dans le ontexte partiulier de la ristalli-
sation/préipitation, l'agrégat est le résultat d'une réation himique au ours de laquelle une
phase solide, dite alors ristalline, se forme ou se développe à partir d'une solution liquide ou
gazeuse.
La struture géométrique de l'objet résultant est variable, mais en fontion des onditions de
réation de préipitation, elle peut être remarquable. C'est ainsi qu'un agrégat pourra avoir un
qualiatif en fontion de sa struture géométrique, par exemple fratal ou multi-éhelle. Nous
présentons dans les paragraphes suivants es deux aratéristiques struturales.
1
1.1. Les agrégats
1.1.1 Agrégats fratals
En physique, des agrégats auront une struture onsidérée omme fratale si, pour un éhan-
tillon susamment grand, leur masse M varie en loi puissane ave leur taille [Meakin 88℄. La
pente de la droite en éhelle log-log désigne alors la dimension fratale Df de l'agrégat. La valeur
de Df est inférieure ou égale à 3 et elle vaut 3 pour un éhantillon d'objets réguliers (dont la
surfae est indéniment dérivable).
De façon plus lassique, la dénition de Df est la suivante :
M(L) ∝ LDf (1.1)
M désigne la masse de l'agrégat et L sa taille.
Ainsi, plus un agrégat a une struture ouverte, plus sa dimension fratale est petite.
Pour un agrégat fratal, sa taille L orrespond au rayon de giration ou au diamètre maximum
de l'agrégat si elui-i est régulier.
Une struture fratale est aussi appelée auto-similaire. Il s'agit de la partiularité de la géomé-
trie d'un objet dans laquelle sont visibles des similarités struturales en l'observant à diérentes
éhelles omme l'illustre la gure Fig. 1.1.
(a) Tapis de Sierpi«ski (b) Chou de Romaneso
Fig. 1.1  A gauhe un exemple de struture fratale artiielle, et à droite un exemple de
fratalité naturelle
1.1.2 Agrégats multi-éhelles
Les agrégats multi-éhelles sont des groupes de partiules, elles-mêmes ayant une struture
issue de l'agglomération d'entités élémentaires plus nes. Chaque niveau d'agglomération est ap-
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pelé niveau d'éhelle, le premier niveau désignant le niveau le plus n. Un agrégat peut présenter
en pratique jusqu'à 3 voire 4 niveaux d'éhelle. La gure Fig. 1.2 montre un exemple dans le as
du sulfure de Zin lors d'une réation de préipitation [Berrada 09℄ :
(a) Ehelle 1 (b) Ehelle 2 () Ehelle 3 (d) Ehelle 4
Fig. 1.2  Agglomération multi-éhelle du Sulfure de Zin par préipitation [Berrada 09℄
Leur struture onfère à es agrégats des propriétés physio-himiques très intéressantes
pour les industriels (notamment omme supports atalytiques ou absorbants, f. [Cameirão 06℄,
[David 03℄ et [Berrada 09℄). Un des objetifs des industriels est d'en maîtriser la fabriation, mais
également d'en aratériser le plus nement possible et automatiquement le résultat obtenu.
On peut remarquer que les agrégats fratales ont une struture multi-éhelle.
1.2 Motivation et problématique de la thèse
Les agrégats résultant d'une préipitation ont une taille omprise entre 50 nm et 50 µm.
Dans la pratique, il existe deux méthodes physiques prinipales pour les aratériser : la mé-
thode géométrique et la méthode optique. Elles peuvent s'appliquer à deux natures d'agrégats :
des agrégats réels ou des agrégats modélisés (élaborés de façon artiielle).
Dans le as d'agrégats réels de taille submironique, la aratérisation géométrique est réa-
lisée en pratique sur des images d'agrégats saisies au moyen de mirosopes életroniques (par
exemple MEB, MET). Un traitement par analyse d'image est ensuite appliqué.
Pour leur aratérisation optique, la mesure est réalisée en général au moyen de la turbidimétrie
[Crawley 97℄ [Crawley 94℄ [Crawley 96℄ [Triboulet 92℄. Une setion eae de diusion est alors
mesurée.
Pour des agrégats modélisés, la aratérisation géométrique peut reourir à diérentes branhes
de la géométrie, pas toutes appliables aux agrégats réels : la géométrie intégrale (s'applique sur
l'agrégat lui-même ou sur des projetions de elui-i sur un plan en général) [Santalo 04℄, la
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géométrie algorithmique (s'applique sur une distribution de points).
La aratérisation optique d'agrégats modélisés s'eetue par appliation de modèles optiques
basés sur les équations de Maxwell, omme nous le verrons dans le hapitre suivant. Ces modèles
expriment analytiquement le omportement d'un faiseau de lumière sur un agrégat ou un groupe
d'agrégats par le alul de paramètres optiques (setions eaes, paramètre d'asymétrie).
Il faut noter que sur e seond type d'agrégats, l'analyse se restreint à un éhantillon dont la li-
mitation spatiale de la taille est elle de la modélisation. Ainsi, pourra être étudié un  parterre 
d'agrégats (f. Fig. 1.3), mais l'éhantillon modélisé est forément ni, de par la modélisation.
(a) Ehelle 1
Fig. 1.3   Parterre  d'agrégats multi-éhelles du Sulfure de Zin [Berrada 09℄
Le tableau i-dessous (Tab. 1.1) montre les diérents angles d'étude des agrégats.
Etude optique Etude géométrique
Agrégats Setions eaes expérimentales
⇔
Paramètres géométriques
réels (Turbidimétrie) (Analyse d'image)
m m
Agrégats Setions eaes théoriques
⇔
Paramètres géométriques
modélisés (Modèles de Mie, T-Matrie, GMM) (Géométrie)
Tab. 1.1  Diérents angles d'étude des agrégats
Il existe plusieurs liens entre es quatre types d'études théoriques ou expérimentales, géomé-
triques ou optiques. L'objet de ette thèse est d'identier quantitativement le lien entre analyse
optique et analyse géométrique pour des agrégats modélisés. En eet, les travaux de Jaquier
et Gruy [Jaquier 06b℄ [Jaquier 08b℄ [Jaquier 08a℄ [Gruy 08℄ ont montré une relation étroite
entre la aratérisation géométrique et la aratérisation optique des agrégats multi-éhelles, en
partiulier les paramètres géométriques et la setion eae de diusion (notion expliquée dans
le hapitre 2.1.1.4 et notée Csca) .
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Fig. 1.4  Exemple d'agrégats de Siliium-Or, image MEB [Khlebtsov 10℄
Dans ette étude, les paramètres des agrégats modélisés ont été hoisis à partir de l'obser-
vation d'un résultat réurrent en préipitation, illustré par la gure Fig. 1.4. En eet, dans les
réations de préipitation, l'expériene montre que, très fréquemment, en milieu aqueux, l'agré-
gat obtenu présente une géométrie omposée de deux niveaux d'éhelles (f. Fig. 1.5).
Fig. 1.5  Cas fréquent de struture obtenue en milieu aqueux pour un préipité
Par ailleurs, de nombreux matériaux à appliation industrielle possèdent un indie de réfra-
tion élevé (supérieur à 2.2).
Les agrégats étudiés présenteront don deux niveaux d'éhelles, dans une situation à fort
ontraste optique (indie optique du matériau élevé, en milieu aqueux).
Nos travaux s'attaheront don à développer, généraliser et formaliser le lien entre la géomé-
trie et la setion eae de diusion d'agrégats à deux niveaux d'éhelles et fort indie optique.
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Dans ette partie, la aratérisation de  grain  sera abordée de façon générale, sans restri-
tion sur leur taille. Il y sera fait l'état de l'art de la aratérisation optique puis géométrique des
agrégats. Diérents outils de aratérisation seront présentés ainsi que les mesures issues de leur
utilisation.
2.1 Caratérisation optique
Dans un premier temps, diérentes notions de base de l'optique seront rappelées avant d'abor-
der les méthodes de aratérisation, que e soit par des modèles ou par des méthodes physiques.
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2.1.1 Notions de base
La lumière est une onde életromagnétique. Lorsqu'elle se propage dans un milieu et qu'elle
renontre un autre milieu, il peut alors se produire diérents phénomènes. Ceux-i sont tous
répertoriés, expliités et étudiés dans diérents ouvrages de référene (f. [Kerker 69℄, [Hulst 81℄,
[Bohren 07℄) : la réexion, la réfration, la diusion. L'interation d'un faiseau lumineux ave un
objet de petite taille vis-à-vis de la longueur d'onde peut être aratérisée par sa setion eae
de diusion. Nous exposerons également ette notion dans les prohains paragraphes.
2.1.1.1 La réfration
Lorsqu'un faiseau de lumière pénètre dans un milieu dans une diretion de propagation non
normale à l'interfae ave le seond milieu, alors elui-i est dévié de sa trajetoire initiale. C'est
le phénomène de réfration dans le seond milieu.
Ainsi, un milieu est aratérisé par un indie absolu de réfration mm, dont la valeur est
donnée par rapport au vide. La valeur de et indie mm est fontion de la longueur d'onde λ0 qui
le traverse et se dénit en deux termes : l'un aratérisant la réfration nm et l'autre l'absorption
km. La relation omplexe entre les indies est la suivante :
mm(λ0) = nm(λ0) + ikm(λ0) (2.1)
La partie réelle de l'indie de réfration se retrouve dans la loi de Snell-Desartes qui exprime
le hangement de diretion du faiseau en passant d'un milieu 1 à un milieu 2 (f. Fig. 2.1).
nm1(λ0)sin(θ1) = nm2(λ0)sin(θ2) (2.2)
Rayon inident
Rayon réfraté
n1
n2
θ1
θ2
n2 > n1
milieu 1
milieu 2
Fig. 2.1  Illustration de la loi de Snell-Desartes pour la réfration d'un milieu (2) plus réfringent
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Quant à la partie imaginaire, si le milieu est non absorbant, alors km = 0.
2.1.1.2 La réexion
La réexion onsiste en un brusque hangement de diretion de la lumière inidente qui, après
avoir renontré une surfae rééhissante, revient dans son milieu de propagation initial omme
l'illustre la gure Fig. 2.2.
Rayon inident Rayon rééhi
n1
θ1 θ2
Fig. 2.2  Illustration de la réexion
Lors de la réexion, l'angle de réexion ave la normale (θ2) est égal à elui d'inidene ave
la normale (θ1). Cei orrespond à la loi de Snell-Desartes ave n2 = n1.
2.1.1.3 La diusion
Si un rayon lumineux entre dans un milieu homogène omposé d'objets mirométriques ou
millimétriques (omme les gouttelettes d'eau du brouillard) ou s'il est rééhi sur une surfae non
polie, le rayon inident repart dans toutes les diretions. On dit alors qu'il est diusé (sattering
en anglais) omme l'illustre la gure Fig. 2.3.
Rayons diusés
Rayon inident
Fig. 2.3  Illustration de la diusion
La diusion de la lumière pour une population d'objets sphériques est modélisée par la théorie
de Mie. La diusion est dépendante du rapport
d
λ où d est le diamètre de l'objet et λ la longueur
d'onde. Cette aratéristique permet l'emploi de diérents modèles qui sont des approximations
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de la théorie de Mie.
 Lorsque d ≈ λ, le modèle de Mie est utilisé, e que nous ferons dans ette thèse.
 Lorsque d >> λ, le modèle de Fraunhofer est utilisé.
 Lorsque d << λ, le modèle de Rayleigh est utilisé.
La diérene entre es modèles vient du fait qu'ils proèdent à ertaines approximations qui
ne sont valables que dans un domaine donné. Ainsi les modèles de Fraunhofer et Rayleigh sont
des as limites de la théorie de Mie. Ce sont des modèles antérieurs à elle de Mie.
Cependant, le modèle de Fraunhofer est indépendant des propriétés du matériau, tandis que,
à l'inverse, eux de Mie et de Rayleigh néessitent la onnaissane des indies de réfration. Les
approximations du modèle de Rayleigh seront développées dans la partie 2.1.4.
2.1.1.4 Notion de setion eae
Considérons un faiseau lumineux omme un ux de partiules (les photons). Ce faiseau
arrivant sur une ible, la setion eae est proportionnelle à la probabilité d'interation d'une
partiule inidente ave la ible. Cette interation peut être une réation de diusion (déviation),
de ollision, d'absorption [Moliton 05℄ [Lemoine 06℄ [Andrieu 05℄.
Conernant l'expression de la setion eae, onsidérons le as de la diusion lorsqu'un
faiseau entre en ollision ave un ensemble de grains omme l'illustre la gure Fig. 2.4.
10
2.1. Caratérisation optique
X0 X1
Fig. 2.4  Faiseau lumineux interagissant ave des grains en suspension
La diérene entre l'intensité à la position X1 et elle à la position X0 est proportionnelle :
 à la longueur du hemin dx = (X1 −X0),
 à la valeur de l'intensité inidente I0,
 à la onentration en grains CN .
Soit :
I1 − I0 = −I0CscaCNdx (2.3)
Le oeient de proportionnalité Csca orrespond à la setion eae de diusion : . Elle
est homogène à une surfae. Il s'agit ependant d'une surfae tive.
L'intégration de Eq. 2.3 par rapport à x permet d'obtenir l'équation de Beer-Lambert :
τ = CNCsca = −
1
L
ln
(
Itransmise
Iincidente
)
(2.4)
où τ est la turbidité et L le hemin optique. Sa mesure est réalisée par turbidimétrie (f.
setion 2.1.5).
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2.1.1.5 Lien entre les setions eaes
Lorsqu'un faiseau de lumière interagit ave une suspension, un phénomène d'extintion de
l'intensité lumineuse se produit. L'extintion est due à la diusion et à l'absorption. Chaque
phénomène est aratérisé par une setion eae C. Dans le as de grains absorbants, l'ab-
sorption de la lumière ontribue à l'extintion ainsi qu'à la diusion. Les setions eaes d'ex-
tintion (Cext), de diusion (Csca) et d'absorption (Cabs) vérient alors l'équation suivante (f.
[Kerker 69℄, [Hulst 81℄, [Bohren 07℄) :
Cext = Csca + Cabs (2.5)
2.1.2 Modèle optique pour un grain : la théorie de Mie
Le modèle à l'origine de tout modèle optique de diusion est elui de Mie publié pour la
première fois en 1908. Ce modèle ne esse d'être exploité et développé omme le onrme l'artile
réent [Horvath 09℄. La théorie de Mie donne une résolution des équations de Maxwell pour
l'interation d'une onde életromagnétique ave des grains sphériques.
2.1.2.1 Onde életromagnétique
Une onde életromagnétique est aratérisée par un veteur d'onde
~k, le hamp életrique ~E
et le hamp magnétique
~B, omme l'illustre la gure Fig. 2.5.
λ
~B
~E
0
~k
Fig. 2.5  Shéma d'une onde életromagnétique
Les hamps
~E et ~B sont perpendiulaires à la diretion de propagation symbolisée par le
veteur
~k.
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(
~k, ~E, ~B
)
forment un trièdre diret.
~E et ~B sont en phase (les n÷uds et les ventres des vibrations se trouvent au même endroit).
Ils se déplaent dans le vide à la vitesse c ≈ 3 · 108 m · s−1.
Les variations du hamp életrique et elles du hamp magnétique sont liées par les équations
de Maxwell :
~rot ~E = −
∂ ~D
∂t
(2.6)
~rot ~B = ~Jl +
∂ ~D
∂t
(2.7)
div · ~D = ρl (2.8)
div ~B = 0 (2.9)
ρl et ~Jl représentent respetivement la densité volumique de harge et le veteur de densité
de ourant des harges libres. Ils sont nuls dans le as envisagé ar ni les grains ni le milieu ne
sont hargés életriquement.
2.1.2.2 Modèle de Mie
Mie [Mie 08℄ a établi une solution générale des équations de Maxwell, s'appliquant sous er-
taines onditions :
 les grains sont sphériques et isolés spatialement (an que la diusion émise par haque
grain n'ait pas d'eet sur les autres, autrement dit qu'il n'y ait pas de diusion multiple),
 les grains sont onstitués d'un matériau homogène,
 le milieu ne présente pas d'absorption.
Mais surtout, omme dit préédemment, Mie a développé une solution mathématique à la
diusion, par le biais des setions eaes :
Cext =
λ2
2π
∞∑
n=1
(2n + 1) {Re(an + bn)} (2.10)
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Csca =
λ2
2π
∞∑
n=1
(2n+ 1)
{
|an|
2 + |bn|
2
}
(2.11)
Remarque : Cabs se déduit par la relation Eq. 2.5. Quand les grains sont non-absorbants,
Cabs = 0 et Cext = Csca.
Les oeients an et bn des équations Eq. 2.10 et Eq. 2.11, sont de la forme :
an =
Ψ′n(β)Ψn(α)−mrΨn(β)Ψ
′
n(α)
Ψ′n(β)ζn(α)−mrΨn(β)ζ
′
n(α)
(2.12)
bn =
mrΨ
′
n(β)Ψn(α)−Ψn(β)Ψ
′
n(α)
mrΨ′n(β)ζn(α)−Ψn(β)ζ
′
n(α)
(2.13)
où
 mr =
np
nm
est l'indie de réfration relatif du matériau, issu du rapport entre l'indie de
réfration absolu (np) et l'indie optique du milieu (nm).
 α = d·Πλ , oeient appelé paramètre de taille, ave d le diamètre de la sphère
 β = mr · α
 λ = λ0nm est la longueur d'onde du faiseau inident issue du rapport entre la longueur
d'onde du faiseau inident dans le vide (λ0) et l'indie optique du milieu (nm)
Les fontions Ψ et ζ sont des fontions de Riati-Bessel (f. [Hulst 81℄). Elles sont solutions
de l'équation diérentielle radiale :
d2R(r)
dr2
+
[
k2 −
n(n+ 1)
r2
]
rR(r) = 0 (2.14)
La fontion radiale est l'un des éléments de déomposition de l'équation d'onde salaire
(Eq. 2.15) dont la solution sont les hamps
~E et ~B.
∆Π+ k2Π = 0 (2.15)
Ainsi Mie développe une expression expliite des propriétés de diusion sous les onditions
listées en début de setion.
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2.1.2.3 Autres paramètres optiques importants
Paramètre d'asymétrie Il s'agit d'un autre oeient optique introduit pour des suspensions
onentrées.
Il est égal au osinus moyen des angles de diusion et s'érit g ou < cosθ >.
Si la lumière diuse est isotrope (la même dans toutes les diretions), ou si la diusion est sy-
métrique par rapport à l'angle de diusion de 90, alors g s'annule. Sinon, suivant son signe, il
sera déduit que la diusion est majoritairement vers l'avant ou vers l'arrière par rapport à la
diretion du faiseau.
Fateurs d'eaité Les fateurs d'eaité sont des oeients sans dimension. Ils s'ex-
priment omme étant le rapport entre les setions eaes respetives ave la setion transversale
du grain, 'est-à-dire πR2 pour un grain sphérique de diamètre R :
Qext =
Cscaext
πR2
(2.16)
Qsca =
Cscasca
πR2
(2.17)
Qabs =
Cscaabs
πR2
(2.18)
Par onséquent :
Qext = Qsca +Qabs (2.19)
2.1.2.4 Bilan
Mie a développé une expression expliite de la diusion pour un grain sphérique ou un en-
semble de grains sphériques éloignés les uns des autres. Dans la partie suivante seront développés
des modèles pour des agrégats.
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2.1.3 Modèles pour un agrégat
2.1.3.1 Diérentes méthodes numériques
Pour pallier aux limites du modèle de Mie, plusieurs modèles ont été développés. Globalement
ils sont de trois types, et partent à haque fois des équations de Maxwell :
1  Méthodes spéiques aux équations aux dérivées partielles : Méthodes par Séparation des
Variables (S.V.M.), les diérenes nies dans le domaine temporel (FDTD), les éléments nis
(FEM), méthode des lignes (MoL), méthode par Point-Mathing (PMM).
2  Méthodes utilisant l'intégration volumique : méthode des moments (MoM, [Harrington 93℄),
approximation par diple disret, dite DDA, [Draine 94℄.
3  Méthode utilisant l'intégration surfaique : méthode du hamp nul (NFM).
Toutes es méthodes orrespondent à diérentes façons de résoudre les équations de Maxwell.
Le hoix partiulier d'une méthode se fait en fontion de diérents fateurs :
 la taille, la forme et les propriétés diéletriques du grain,
 l'homogénéité du diuseur,
 les symétries du diuseur,
 l'orientation (intérêt porté à un seul grain dans une orientation xée ou un ensemble de
grains dans diérentes orientations, même aléatoires).
Nous ne ferons qu'énumérer ii es méthodes en nous onentrant uniquement sur elles ap-
pliables à des agrégats de partiules primaires. Des détails et préisions sont onsultables dans
l'artile [Kahnert 02℄.
2.1.3.2 Méthode de T-Matrix
La méthode T-matrix onsiste à onsidérer les hamps inidents et diusés sous la forme de
série de fontions vetorielles d'ondes sphériques. Le terme T-Matrix vient du fait qu'est utilisée
une matrie de transition pour relier les oeients d'expansion de l'onde inidente ave eux de
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l'onde diuse.
La matrie de transition T ontient toutes les informations sur les propriétés optiques des
grains pour une longueur d'onde donnée. Elle est fontion du paramètre de taille, ainsi que de
la forme et de l'indie de réfration des grains onsidérés. Cependant, elle est indépendante du
hamp inident : elle n'est don pas à realuler pour haque orientation du hamp inident.
Cette méthode est très utilisée et une base de données est fournie dans l'artile [Mishhenko 10a℄
où sont répertoriées les diérentes appliations.
Quant à l'artile [Mishhenko 10b℄, il synthétise toutes les méthodes de T-matrix.
2.1.3.3 Méthode GMM de Xu
Xu (f. [Xu 95℄ [Xu 97℄ [Xu 98℄ [Xu 01℄ [Xu 03a℄ [Xu 04b℄ [Xu 04a℄) fournit une solution
analytique à la diusion életromagnétique, propre à un hamp lointain, pour un ensemble de
sphères, dans une orientation xée de l'onde inidente. Cette solution est implémentée en For-
tran dans le ode gmm01f.f disponible sur le site http ://www.astro.u.edu/∼xu. Cette approhe
onsidère la diusion omme le résultat de deux fateurs liés : l'interation et l'interférene des
ondes diusées individuellement par haque grain [Xu 03b℄.
Néanmoins, le traitement qu'il fait du seond fateur est novateur. Quand une onde plane
arrive sur un groupe de grains, elle subit un hangement de phase déterminé par la onguration
géométrique et l'orientation spatiale du groupe de grains plus généralement appelé luster.
Aussi, loin des lusters, les ondes diusées à partir d'eux ont des phases dépendantes de la di-
retion initiale de diusion. Ces diérenes entre phase inidente et phase diusée donnent lieu
à des eets d'interférene à l'inni.
En 1997, Xu [Xu 97℄ inlut les termes de la phase de l'onde inidente dans les oeients
d'expansion du hamp inident entrés en haque grain, et les termes de la phase de l'onde
diusée dans un hamp de représentation du hamp total diusé à l'inni par le luster tout
entier. Les oeients d'expansion sont les oeients pondérateurs de l'expression d'un hamp.
Ils s'expriment eux-mêmes sous forme de séries (f. [Xu 95℄).
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Cette façon de traiter les interférenes dans les aluls est assez eae ar l'ordre requis des
oeients d'expansion (le nombre de termes dans la série) dépendra alors seulement de la taille
individuelle des grains et non pas de la distane entre eux. Par onséquent, l'ordre des oeients
d'expansion est indépendant de la taille du luster [Xu 03a℄, permettant de traiter des lusters
quelle que soit taille, la seule limite étant la apaité de mémoire de l'ordinateur.
En général, une estimation adéquate de la tronature du oeient d'expansion des grains
dans un luster est donnée par le ritère de Wisombe NW [Wisombe 79℄ [Wisombe 80℄, pour
la tronature du oeient d'expansion d'une seule sphère de paramètre de taille α = 2πrλ (où λ
est la longueur d'onde de la lumière inidente et r est le rayon de la sphère) :
NW ≈ α+ 4α
1/3 + 2 (2.20)
Il permet de parvenir rapidement à la onvergene des oeients d'expansion.
2.1.4 Méthodes approximant les modèles, milieu eetif
Les agrégats sont généralement modélisés par un groupe de sphères (poussières, suie...). Ces
agrégats résultent d'un assemblage de grains irréguliers et poreux. On peut onsidérer les grains
omme des entités (inlusions) noyées dans une matrie (milieu).
Les premières méthodes approhées pour les propriétés optiques d'un agrégat ont utilisé une
ombinaison de la théorie de Mie (pour une sphère) et la théorie du milieu eetif. Un agrégat
ainsi est modélisé par une sphère homogène équivalente ave un indie de réfration  eetif 
prenant en ompte les eets de la porosité et la omposition initiale de l'agrégat. Il s'agit alors
de méthodes approhées en milieu hétérogène (s'opposant aux méthodes qui traitent d'un objet
ompat, dites méthodes en milieu homogène).
Le milieu eetif d'un groupe de grains est le milieu auquel est attribué l'indie de réfration
eetif. Il existe diérentes méthodes pour aratériser e milieu. Celles-i sont répertoriées dans
l'ouvrage [Choy 99℄. Les plus onnues sont elles de Maxwell-Garnett [Maxwell-Garnett 04℄ et
elle de Bruggeman [Bruggeman 35℄.
An de aluler le milieu eetif, le fateur déterminant utilisé pour aratériser le matériau
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est la permittivité diéletrique dénie omme suit pour un milieu isotrope non-magnétique :
ε=n
2
(2.21)
ave n l'indie de réfration.
Chaune de es méthodes exprime un indie de réfration eetif, dépendant de l'indie de
réfration du matériau par le biais de la permittivité diéletrique eetive εeff (f. Eq. 2.21) et
de la fration volumique f oupée par les inlusions.
1. Maxwell-Garnett
Soient εm et εp respetivement les fontions diéletriques du milieu et elui du matériau
onstituant les grains, dénies par l'équation Eq. 2.21. Le modèle de Maxwell-Garnett dé-
nit la permittivité diéletrique eae de la façon suivante (Eq. 2.22) :
εeff = εm
εp(1 + 2f) + 2εm(1− f)
εp(1− f) + εm(2 + f)
(2.22)
ave lim
f→1
εeff = εp et lim
f→0
εeff = εm ([Berthier 93℄).
Le prinipe de e modèle est shématisé dans la gure suivante (Fig. 2.6).
εp
εm
εeff
εm
Fig. 2.6  Modèle de Maxwell-Garnett
Cette méthode possède des limitations :
 La taille des inlusions doit être petite par rapport à la longueur d'onde.
 Les inlusions doivent être éloignées les unes des autres.
En pratique, il peut être diile de déider lequel des omposants devrait être onsidéré
omme le matériau hte, et le modèle de Maxwell-Garnett est inertain pour les onen-
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trations d'inlusion supérieures à 50%.
C'est pour traiter e problème qu'un autre modèle a été proposé par Bruggeman en 1935
[Bruggeman 35℄.
2. Bruggeman
Dans le modèle de Bruggeman (ou modèle du milieu eetif approximatif), l'hypothèse de
l'existene du matériau hte expliite n'est plus onsidérée. Au lieu de ela, les grains d'un
omposant quelonque sont supposés être enastrés dans un milieu eetif de permittivité
égale à la permittivité du mélange εeff reherhé ([Berthier 93℄).
Le prinipe de e modèle est shématisé dans la gure suivante (Fig. 2.7)
εp
εm
εm εeff
Fig. 2.7  Modèle de Bruggeman
Ainsi εeff doit être déterminée par la relation :
(1− f)
εm − εeff
εm + 2εeff
+ f
εp − ǫeff
εp + 2εeff
= 0 (2.23)
Si un agrégat est formé de n matériaux distints (inluant le milieu), alors εeff est la raine
d'un polynme d'ordre n omme expliité dans les artiles [Rouseel 93℄ et [Shen 08℄. Si le
milieu est non-absorbant, 'est-à-dire Im(εm) = 0 ou si on a Im(εm) > 0, alors néessaire-
ment la permittivité εeff sera positive, éliminant les raines non plausibles.
3. Loi des mélanges
Certains auteurs proposent la loi des mélanges où l'indie de réfration eetif est alulé
par une ombinaison linéaire ave la fration volumique f :
εeff = fεp + (1− f)εm (2.24)
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Et omme pour la loi de Maxwell-Garnett : lim
f→1
εeff = εp et lim
f→0
εeff = εm.
La dernière étape de la méthode utilisant le milieu eetif est de dénir le volume de la sphère
équivalente à laquelle sera appliqué l'indie de réfration eetif. Dans la littérature, plusieurs
possibilités ont été exploitées an d'approher une méthode optique onsidérée alors omme
exate. Ainsi les artiles de [Shen 08℄ [Shen 09℄ présentent les résultats pour l'approhe de la
méthode de Draine et Flatau [Draine 94℄, tandis que les travaux présentés dans l'artile [Li 10℄
propose une approximation de la méthode GMM pour des agrégats fratals.
2.1.5 Mesures
Les méthodes physiques de aratérisation optique s'appliquent sur des éhantillons de grains
réels et dont la taille est généralement omprise entre 0.05 µm et 1 mm. Parmi elles-i, nous
foaliserons notre attention sur la turbidimétrie, laquelle s'applique habituellement à des suspen-
sions diluées dont les partiules ont des diamètres équivalents ompris entre 50 nm et 50 µm.
Les grains à mesurer sont en suspension dans l'eau. Ils sont soumis à un faiseau lumineux
inident d'intensité Iincident. Une partie de faiseau sera intereptée et absorbée par les grains.
Une autre sera diusée par les grains. On s'intéresse à la partie transmise Itransmise.
La turbidité s'exprime grâe à l'équation de Beer-Lambert (Eq. 2.25) déjà illustrée par la
gure Fig. 2.4. Rappelons que l'équation est la suivante :
τ = CN · Csca = −
1
L
ln
(
Itransmise
Iincidente
)
(2.25)
Le oeient de proportionnalité, noté Csca, est la setion eae de diusion expliitée dans
la partie 2.1.1.4. Cette relation n'est valable que pour une suspension monodisperse. Pour une
suspension polydisperse, la ontribution de haque lasse de taille de partiules à la turbidité
totale doit être prise en ompte.
2.1.5.1 Synthèse
Les modèles optiques sont utilisés sur des grains ou groupes de grains modélisés. La taille des
grains aura une inuene sur le hoix des diérentes approximations potentielles, en fontion de
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son rapport ave la longueur d'onde, 'est-à-dire en fontion du paramètre de taille α = 2πrλ .
Ces modèles optiques sont soumis à une onfrontation ave les résultats expérimentaux.
Les méthodes expérimentales utilisées sont quant à elles utilisées sur des agrégats réels dans
un domaine de taille déni et restreint.
Les modèles optiques ainsi que les méthodes physiques parviennent à déteter une diérene
de signal quand des grains sont de taille diérente. Cependant, es méthodes ne permettent pas
d'obtenir seules et en l'état plus d'informations quant à la struture des grains.
Cei explique l'importane d'utiliser en parallèle les outils de aratérisation géométrique qui
vont maintenant être présentés.
2.2 Caratérisation géométrique
Il existe diérents outils pour aratériser géométriquement un éhantillon de grains. Chaun
permet d'aéder à diérentes mesures pour l'agrégat. Chaun de es outils a la possibilité de
donner une mesure de la taille des grains formant l'éhantillon. La gure Fig. 2.8 illustre la
diulté à dénir la notion de taille d'un objet.
Fig. 2.8  Exemple d'objets dont la taille est à dénir
Si le grain est sphérique, sa taille peut être dénie par son diamètre (ou son rayon). Dans
le as ontraire, il peut exister de nombreuses possibilités pour dénir sa taille : le plus grand
té L (f. gure Fig. 2.8), son volume, le rayon de la sphère de même volume. La restrition
de la taille à une seule aratéristique, par exemple L sur la gure Fig. 2.8, peut onduire à une
grande perte d'information. En eet, deux objets peuvent présenter des L égaux tout en étant
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très diérents.
Nous exposerons dans les paragraphes suivants diérentes tehniques permettant de ara-
tériser la proportion des tailles de grains dans une population. Dans un premier temps seront
exposées diérentes méthodes expérimentales. Dans un seond temps, l'analyse d'image sera
développée.
2.2.1 Méthodes physiques
Nous allons ii exposer les méthodes physiques expérimentales pour la aratérisation géo-
métrique d'un objet. Le hoix de la méthode à utiliser se fait en fontion de la taille des grains
à étudier. Il peut également dépendre de l'état physique dans lequel se trouve l'éhantillon.
2.2.1.1 Tamisage
Le tamisage est utilisé pour des partiules dont la taille est supérieure à 40 µm ([Saleh 09℄).
Cette méthode granulométrique est utilisée dans de nombreux domaines omme la géologie,
l'étude des iments et l'étude des sables en général.
L'appareil utilisé est un tamiseur (Fig. 2.9).
Fig. 2.9  Exemple de tamiseur
La population de grains est passée à travers une série de tamis superposés sur un plateau
vibrant et dont la maille du quadrillage est de plus en plus ne. La desente des grains sera
stoppée en fontion de leur  taille  par rapport à elle du quadrillage du tamis. La taille des
grains mesurée est le diamètre de tamisage : il s'agit de l'ouverture arrée minimale du tamis à
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travers lequel le grain peut passer omme l'illustre la gure Fig. 2.10.
Fig. 2.10  Représentation de la taille de tamis sur un grain [Kwan 99℄
Cette tehnique est très rihe en information mais présente un problème de représentativité
statistique de l'éhantillon, notamment pour des poudres très nes ([Saleh 09℄).
De plus, elle présente un biais pour les grains allongés : la taille du tamis n'est pas représentative
de la taille du grain.
2.2.1.2 Sédimentométrie
La sédimentométrie onerne des grains dont la taille est omprise entre 100 nm et 300 µm
([Saleh 09℄).
Cette méthode onsiste à aluler la vitesse de hute des grains dans une olonne d'eau (f.
Fig. 2.11). A partir de ette vitesse est déterminée une taille des grains : à faible nombre de
Reynolds (nombre sans dimension aratérisant un éoulement partiulaire), la vitesse de sédi-
mentation d'une partiule sphérique est proportionnelle au arré de son diamètre.
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Fig. 2.11  Prinipe de mesure par sédimentation
La mesure de taille étudiée par ette méthode pour un grain est le diamètre de Stokes. Ce
diamètre est égal à elui d'une sphère de même densité et ayant la même vitesse de sédimentation
que le grain.
L'inonvénient majeur de ette tehnique réside dans la durée des mesures relativement
longue.
2.2.1.3 Centrifugation
Son prinipe est le même que la sédimentométrie ar il se base également sur la densité des
grains. La entrifugation est une opération de séparation méanique, par ation de la fore en-
trifuge, de deux à trois phases entraînées dans un mouvement de rotation. Deux phases liquides
sont dissoiables, une phase solide en suspension dans une phase liquide, voire deux phases li-
quides ontenant une phase solide.
La entrifugation onerne des grains dont la taille se situe de 10 nm à 30 µm ([Saleh 09℄).
2.2.2 Analyse d'image
Pour des grains dont la  taille  est inférieure à 1 mm, l'outil utilisé est souvent l'analyse
d'image.
L'analyse d'image peut être appliquée à des objets de toute taille et notamment des tailles nano-
métriques, en fontion du système d'aquisition utilisé (mirosope életronique à transmission,
mirosope à fore atomique, mirosope életronique à balayage).
L'analyse d'image a pour but de fournir de façon automatique une desription quantitative
ou qualitative (reonnaissane de formes).
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Cette approhe fournit plusieurs possibilités pour aratériser la taille et même la forme des
grains étudiés, e qui la rend très avantageuse. Un de ses atouts majeurs est qu'elle permet non
seulement d'étudier la taille de grains, mais également d'en aratériser la texture, la forme et
la répartition spatiale.
La limitation atuelle est le traitement de l'information 3D, en 2D.
Remarque : En réalité, les physiiens manipulent un nombre inonnu d'agrégats. Pour les
étudier, il est néessaire d'en dénir un éhantillon sur un support : une image. Don, si l'étude
porte sur un parterre de poudre, néessairement l'analyse d'image ne s'appliquera qu'à une partie
de elui-i, et les limitations seront déterminées par le hamp d'observation et la résolution de
l'image.
2.2.2.1 Base de l'analyse d'image
Le prinipe de l'analyse d'image onsiste tout d'abord à saisir une image dite analogique
(espae ontinu) à partir d'une  image réelle . Les images saisies par les mirosopes sont en
ton de gris (ouramment appelées ave erreur :  en noir et blan ). Elles sont dites numériques
ar onstituées de pixels (formant un espae disret). Chaun des pixels porte une nuane de
gris. A haun d'eux est attribuée une valeur liée au niveau du ton de gris du pixel. Ces valeurs
s'éhelonnent à partir de 0 jusqu'à une borne supérieure en fontion de leur nuane de gris. Le
zéro orrespondant généralement au noir et la borne supérieure de l'éhelle orrespond au blan.
La résolution permet de déterminer la taille de l'éhelle des valeurs en tons de gris d'une image.
Le plus souvent, la résolution s'exprime en bits :
 8 bits donne 256 niveaux de gris.
 6 bits donne 64 niveaux de gris (moins fréquent que 8 bits).
Les résolutions peuvent valoir 10, 12 ou même 16 bits.
La gure suivante (f. Fig. 2.12) illustre la déomposition d'une image en pixels ayant des
valeurs en ton de gris.
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(a) Image numérique de Sulfure de
Zin
(b) Agrandissement de l'image
Fig. 2.12(a)
() Agrandissement de l'image
Fig. 2.12(b)
Fig. 2.12  Notion d'image numérique omposée de pixels à haun desquels est attribuée une
valeur en ton de gris
Sur es tableaux de valeurs inhérents à haque image s'appliquent des traitements. Ces trai-
tements nous permettront d'isoler des objets ou d'extraire les informations reherhées. Le trai-
tement d'image désigne l'ensemble des traitements automatisés permettant, à partir d'images
numérisées, de produire d'autres images numériques ou d'en extraire des informations.
Une image peut également être dénie en dimension 3. Elle ne sera alors pas déomposée
en pixels mais en voxels. Le traitement des images en dimension 2 se généralise aux images en
dimension 3.
En toute généralité, en dimension 3, le but le plus fréquent du traitement des images est
d'aboutir à une image binaire (réellement en noir et blan) où les pixels ont une valeur égale à
0 ou 1, dans laquelle les éléments à aratériser (les grains ou seulement un de leur aspet) sont
isolés en noir sur un fond blan (ou l'inverse suivant la onvention hoisie).
Les mesures des objets dans une image sont alulées sur les images binaires résultant du trai-
tement des images. En eet, 'est sur e type d'image résultant que les informations ressortent,
permettant de les étudier et d'en tirer des données quantitatives.
Les images obtenues peuvent alors être étudiées sous trois types d'analyses.
 Une première analyse est bornée à des données en dimension 2 basée sur la morphométrie.
Cette analyse est possible sur des images d'agrégats réels ou modélisés.
 Une seonde analyse, à partir de la dimension 2, remonte à la dimension 3 au moyen de la
stéréologie et de la géométrie intégrale. Cette analyse s'applique à des images d'agrégats
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potentiellement réels ou modélisés.
 Une troisième analyse est appliable diretement en dimension 3, au moyen de la géomé-
trie intégrale ou de l'analyse de la distribution de points. Cette analyse est essentiellement
possible sur des agrégats modélisés.
Les prinipaux outils de haun de es aspets appliqués à la aratérisation d'agrégats seront
présentés dans les parties suivantes.
2.2.2.2 Morphométrie
Une image peut se traiter dans sa globalité ou bien être traitée uniquement sur une partie
appelée fenêtre. La mesure se fait sur des objets disrets.
⋄ Paramètres de taille Les paramètres de taille géométriques (ne pas onfondre ave les
paramètres de taille α en optique dont il n'est pas question dans ette partie) permettent, omme
le nom l'indique, de mesurer par diérents moyens la taille d'un objet.
Les prinipales mesures de taille sont les suivantes :
∗ L'aire (ou le volume) : Caluler l'aire d'un objet X onsiste à ompter le nombre de
pixels qui le omposent et à multiplier e nombre par l'aire élémentaire d'un pixel. Le alul du
volume suit le même proédé.
∗ Le périmètre : Il existe plusieurs méthodes pour aluler le périmètre d'une forme, les
deux prinipales sont ii présentées :
a) Le omptage de pixels omposant la frontière.
Cette méthode néessite de hoisir le type de voisinage, 'est-à-dire la règle de onnexité. En
eet, par dénition, ette valeur en est dépendante. Il onvient également de déterminer le
ontour à mesurer : soit le bord intérieur (pixels en noir dans la gure Fig. 2.13), soit le bord
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extérieur (pixels en blan dans la gure Fig. 2.13).
Pour éviter e type de onsidération, mais aussi pour améliorer la préision de la mesure, la
seonde des deux méthodes i-dessous est privilégiée :
b) Le périmètre de Cauhy-Crofton.
Le nombre moyen des points d'intersetion de droites ave une ourbe retiable donnée est,
à une onstante multipliative près, la longueur de ette ourbe.
La méthode de Cauhy-Crofton se résume par la formule suivante :
P =
1
4
∫ ∫
NL(α, x)dαdx (2.26)
où NL(α) est le nombre de points d'intereption entre des lignes de diretion α et l'objet
étudié [Coster 01℄ [Santalo 04℄.
Interepte
Dir. α
dx
Fig. 2.13  Périmètre de Cauhy-Crofton (1868) [Crofton 68℄
La gure i-dessus illustre le périmètre de Cauhy-Crofton. Le nombre d'intereptes entre des
lignes de diretion α et l'objet est alulé. Ces lignes sont espaées d'une distane dx dont
dépend la préision de la mesure.
Cette dénition est valable en dimension 2 et 3.
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∗ Les diamètres : Pour aluler la distane entre deux points est utilisée la distane eu-
lidienne. C'est à partir de ette distane que sont alulés les diamètres présentés par la suite.
1. Le diamètre de Féret
Le diamètre de Féret orrespond à la distane entre deux plans parallèles entre eux, tan-
gents à la surfae de l'objet étudié (f. [Coster 01℄ [Santalo 04℄). Sur une image, don en
dimension 2, il s'agira de deux droites parallèles, dans une orientation xée et tangentes à
la frontière de l'objet étudié.
Le diamètre de Féret se alule pour toutes les orientations possibles de 0à 180autour
de la frontière. Si l'objet étudié est très anisotrope, le diamètre de Féret aura une grande
variation en fontion des orientations des plans (ou droites) tangents. A ontrario si l'objet
est isotrope, alors il y aura peu de variations du diamètre.
Parmi tous les diamètres de Féret d'un objet, trois sont partiulièrement intéressants pour
la aratérisation de l'objet : le diamètre de Féret maximal, le diamètre de Féret minimal
et le diamètre moyen de Féret. Ces trois diamètres partiuliers peuvent être sensiblement
diérents de elui d'une sphère d'aire équivalente à l'objet étudié, e qui permet de ara-
tériser l'objet par rapport à l'objet de référene qui serait une sphère.
Fig. 2.14  Diamètre maximum et diamètre minimum de Féret d'un objet
Sur la gure Fig. 2.14 sont représentés le diamètre maximum, noté Fmax, et le diamètre
minimum, noté Fmin, de Féret.
Comme l'illustre ette gure, le diamètre minimum de Féret n'est pas forément perpen-
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diulaire au diamètre maximum de Féret.
2. Le diamètre de Martin
Le diamètre de Martin est la longueur de la orde divisant l'objet en 2 parties d'aires égales.
De même que le diamètre de Féret, il existe plusieurs diamètres de Martin possibles pour un
même objet. Parmi toutes les possibilités, en général sont plus souvent étudiés le diamètre
de Martin maximal, minimal voire même les moments de la distribution des diamètres de
Martin d'un objet.
3. Le diamètre du disque équivalent en aire
Le diamètre du disque équivalent en aire est le diamètre du disque ayant la même aire que
elle de l'objet.
∗ La longueur de ordes et la mesure d'intereptes : Une longueur de orde est dénie
par la distane entre deux points appartenant à la frontière de l'objet étudié. Il est imposé que les
ordes en question passent par le entre de gravité de l'objet, alulé néessairement au préalable.
Les intereptes sont des ordes ne passant pas néessairement par le entre de gravité de
l'objet ontrairement aux ordes. En onséquene, le alul de mesure d'intereptes est beauoup
plus long que elui des longueurs de ordes ar leur nombre est beauoup plus grand.
Ces paramètres de longueur de ordes et d'intereptes ont été utilisés dans diérentes études
dans la reherhe de la aratérisation géométrique d'objets modélisés ou sur des images réelles.
En fontion de ela, la aratérisation se fait en dimension 3 ou 2 (sur une image), respetive-
ment : par exemple Shon et al. en 2009 [Shon 09℄, Han[Han 98℄, Ketham en 2005 [Ketham 05℄,
Langston et al. en 2001 [Langston 01℄, Gruy en 2008 [Gruy 08℄ et Al-Thyabat et al. en 2006
[Al-Thyabat 06℄.
Il existe diérentes représentations de la distribution des intereptes, dont notamment le
diagramme appelé rose des intereptes. Ce diagramme a été utilisé notamment par Launeau et
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Robin en 1996 [Launeau 96℄, [Coster 01℄ [Santalo 04℄. Son prinipal intérêt vient du fait qu'il
permet d'aher sur une même gure plusieurs informations sur les intereptes d'un objet : la
distribution, mais également la notion d'orientation y sont illustrées [Launeau 96℄.
∗ Les objets englobants : Qu'il s'agisse d'un retangle ou d'un disque en dimension 2,
(respetivement d'un parallélépipède retangle ou d'une sphère en dimension 3), ou d'un autre
objet de référene, les objets englobants permettent une aratérisation relative de la forme de
l'objet étudié. Le retangle englobant est notamment utilisé dans la méthode granulométrique
de tamisage. En eet, il orrespond à la setion du tamis (f. partie sur les Méthodes physique
de granulométrie 2.2.1.1).
La liste des paramètres de taille n'est pas exhaustive mais résume les paramètres les plus
ouramment utilisés.
∗ Conlusion sur les paramètres de taille : Pour dérire la géométrie d'un objet, l'étude
seule des paramètres de taille s'avère insusante. Pour ompléter l'analyse de la géométrie, des
paramètres de forme sont également utilisés.
Ils permettent de qualier le omportement loal de la frontière de l'objet omme nous allons le
voir dans la partie suivante 2.2.2.2. Ils permettent également la quantiation de l'aspet géomé-
trique général du périmètre de l'objet étudié. Il s'agit généralement de rapport sans unité, dont
la valeur est omprise entre 0 et1.
Leur dénition se base sur le prinipe de omparaison entre l'objet à aratériser et des
onvexes de géométrie onnue, et dont les paramètres géométriques sont liés à eux de l'objet en
question.
Nous dénirons dans un premier temps la onvexité, puis dans un seond temps les paramètres
de forme.
∗ Convexité : Un objet A est onvexe si pour tout point M et M' dans et objet, le segment
[M,M'℄ est entièrement ontenu dans A. Mathématiquement la dénition est la suivante :
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A est onvexe ⇔ {tM + (1− t)M ′ ∈ A|M ∈ A,M ′ ∈ A, t ∈ [0, 1]}
L'enveloppe onvexe d'un objet est le plus petit onvexe ontenant et objet. Les aratéris-
tiques de ette enveloppe sont don diretement liées à l'objet étudié.
Il existe d'autres objets onvexes, en partiulier eux de la géométrie lassique (sphère, ube,
retangle) dont la taille des paramètres géométriques est issue de eux de l'objet à étudier. Pour
es autres onvexes, il s'agira par exemple de :
 onvexes ayant même aire que elle de l'objet étudié : sphère ou retangle.
 onvexes ayant même périmètre que elui de l'objet étudié : il peut également y avoir plu-
sieurs possibilités.
 onvexes englobant l'objet à l'étude : sphère englobante, retangle englobant.
 onvexes insrits dans l'objet à l'étude : disque insrit.
Les données dénies dans par haun de es as, ainsi que les paramètres de taille présen-
tés dans la partie préédente (partie 2.2.2.2) fournissent matière à aratériser l'allure que peut
présenter la frontière de l'objet à étudier. Nous les retrouverons don à bon esient dans les
paramètres de forme détaillés i-dessous.
⋄ Paramètres de forme Le paramètre de forme a pour but de quantier la forme d'un objet.
Il est sans dimension.
∗ Fateurs de forme : Un premier paramètre de forme est le fateur de forme. Son alul
fait souvent appel aux axes prinipaux de l'objet :
 la longueur L
 la largeur l
 l'épaisseur S, les trois devant être perpendiulaires entre eux.
Leur représentation est donnée dans la gure Fig. 2.15.
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Fig. 2.15  Paramètres L, l et S à la base des prinipaux fateurs de forme
Une synthèse sur les fateurs de forme, faite dans les travaux de Blott et al. en 2008 [Blott 08℄
révèle que, à travers la littérature les prinipaux fateurs sont :
S
L ,
l
L ,
(l−S)
L ,
S
l ,
(L−l)
(L−S) ,
S
(L+S−l) où L, S et l sont dénis dans la gure Fig. 2.15.
Plusieurs dénitions existent ar auune n'est entièrement satisfaisante : la dénition hoisie
dépend souvent de la aratéristique à faire ressortir. Cependant, toutes es dénitions vérient
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les mêmes ritères :
 L > l = S : l'objet sera dit allongé
 L = l > S : l'objet sera dit plat
 L = l = S : l'objet sera dit isométrique
∗ Cirularité : La irularité est un paramètre permettant de omparer la forme de la
frontière extérieure ave un erle (qui est notamment un objet de diamètre de Féret onstant,
entre autres ritères).
La relation la plus utilisée dans la littérature pour aluler e fateur est la suivante :
Circ =
P 2
A
(2.27)
où P est le périmètre de l'objet et A son aire (f. [Janoo 98℄, [Blott 08℄).
(a) Objet d'origine (b) Etude de la irularité
Fig. 2.16  Illustration de la irularité : omparaison de la frontière ave un erle suivant la
dénition de [Riley 41℄
Selon Riley, la irularité vaut la raine arrée du rapport entre le diamètre du plus grand
erle insrit et le diamètre du plus petit erle ironsrit. La gure Fig.2.16(b) illustre es deux
erles.
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∗ Elongation : Le alul de l'élongation passe par le alul de l'ellipse de Legendre. Cette
ellipse a, par dénition, le même entre de gravité et les mêmes moments d'inertie d'ordre 2 que
l'objet étudié. En disret, elle est alulée au moyen des tenseurs d'inertie (f. hapitre suivant).
Ce sont les axes prinipaux de l'ellipse de Legendre, a et b, qui permettent de dénir l'élon-
gation E par la relation suivante :
E = log2
a
b
= ln
a
b
· ln
1
2
(2.28)
L'utilisation de e paramètre de forme se retrouve dans diérents travaux sur la aratérisa-
tion de la taille et de la forme de grains : [Dormann 02℄,[Mikli 01℄ et [Abouel-Kasem 09℄.
Une autre dénition part du même prinipe mais ave un retangle.
∗ Rondeur : Le terme rondeur est relatif à la rondeur ou l'angularité des oins et des
bords.
Il y a un onsensus pour dire que la rondeur d'une forme fait plus référene à la forme de ses
angles et de ses bords qu'à la mesure dans laquelle son ontour approhe d'un erle (d'une
sphère en dimension 3). [Blott 08℄
La rondeur dépend don du rayon de ourbure des oins de l'objet. Toutes les mesures propo-
sées dans la littérature pour dénir la rondeur sont basées sur e onept, ependant les méthodes
varient en fontion du hoix du rayon de ourbure. On peut onsidérer elui d'un oin partiulier
ou quelonque.
∗ Irrégularité : L'irrégularité est relative à la déviation d'un objet par rapport à une forme
régulière (ourbe ou droite). Le paramètre d'irrégularité permet de voir si l'objet est ranté ou
non.
Le terme régulier est utilisé pour dérire des formes ave des parties droites, ou ayant une
surfae extérieure lisse (ontinument dérivable ou plus), en dimension 2 ou 3.
Une forme présentant des indentations (onavités) ou des protubéranes (onvexités) signia-
tives peut être dérite omme étant irrégulière.
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Une mesure d'irrégularité est développée à partir de la quantiation du nombre et de l'im-
portane de la surfae de es protubéranes et indentations visibles sur des images 2D. Cei est
alulé relativement à la profondeur des onavités (mesurée à partir du entre du plus grand
erle insrit à l'objet étudié), et la longueur des projetions (mesurée à partir de l'enveloppe
onvexe).
(a) Forme originale (b) Traitement de l'irrégularité
Fig. 2.17  Illustration de l'irrégularité d'un objet [Blott 08℄
L'indie d'irrégularité se formule de la façon suivante :
I(2D) =
∑ y − x
y
(2.29)
Ave :
 x : distane entre le entre du plus grand erle insrit et le point de la onavité le plus
prohe
 y : distane entre le entre du plus grand erle insrit et l'enveloppe onvexe, mesurée
dans la même diretion que x (f. gure Fig. 2.17).
Le degré total de l'irrégularité est donné par la somme des valeurs pour haque onavité.
∗ Compaité : Elle se dénit omme étant le rapport entre l'aire A de l'objet X et l'aire
d'un erle de périmètre P, P étant le périmètre de X.
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⋄ Paramètres topologiques Un paramètre topologique est, de même que les paramètres de
taille, un nombre sans dimension. Les prinipaux paramètres topologiques sont (f. [Salermo 05℄) :
 le nombre de omposantes onnexes : nombre d'objets élémentaires onnexes, i.e. d'un seul
tenant (au nombre de 3 dans Fig. 2.18),
 le nombre de trous dans les omposantes onnexes (au nombre de 2 dans Fig. 2.18),
 le nombre d'Euler-Poinaré : diérene entre le nombre de omposantes onnexes et le
nombre de trous de l'objet étudié (valant 1 dans Fig. 2.18),
 le nombre de onavités de la frontière (qui est égal au nombre de onvexités).
Fig. 2.18  Paramètres topologiques : le nombre de trous est 2, le nombre de omposantes
onnexes est 3, le nombre d'Euler-Poinaré vaut don 1.
⋄ Paramètres de répartition spatiale Il existe plusieurs façons d'étudier la répartition
spatiale d'un objet et ii seront présentées les trois prinipales régulièrement trouvées dans la
littérature.
1. La dispersion
Un oeient de dispersion est issu des axes prinipaux a et b de l'ellipse de Legendre de
l'objet, omme ela a déjà été introduit dans la partie sur l'élongation (partie 2.2.2.2) :
D = log2πab = lnπab · ln
1
2
(2.30)
Ce oeient est toujours positif.
Ce paramètre de forme au moyen de l'ellipse de Legendre est utilisé dans les travaux de
Dormann et al. en 2002 [Dormann 02℄, Mikli et al. [Mikli 01℄ et Abouel-Kasem et al. en
2001 [Abouel-Kasem 09℄ en 2009.
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2. Covariogramme
La ovariane d'un ensemble A au pas h est dénie omme la probabilité pour que et
ensemble A, translaté d'un veteur
~h, intersete l'ensemble A de départ. Il s'agit don du
volume de l'intersetion de l'image translatée ave l'image de départ.
En analyse d'images, la ovariane présente de nombreux intérêts. Notamment, elle permet
de déteter l'anisotropie et la périodiité de l'agenement des objets d'une image dans la
diretion onsidérée, et don de aratériser la dispersion sur une image.
La ourbe du ovariogramme traduit l'état de dispersion des éléments de l'éhantillon dans
la diretion étudiée omme ela est exprimé dans l'ouvrage de Soille (1999) [Soille 99℄.
3. Rose des diretions
La rose des diretions a été développée et utilisée dans diérents ontextes : par Launeau
et Robin (1996) [Launeau 96℄ et Ketham (2005) [Ketham 05℄ pour une analyse d'images
de minerais. Les travaux de Pirard et al. en 1970 [Pirard 07℄ en fait l'utilisation pour l'ana-
lyse de la texture des images de grains. Elle permet de mettre en évidene les orientations
préférentielles. Elle omptabilise, à partir du entre de gravité de l'objet étudié, la somme
des segments de droite renontrés dans des diretions hoisies.
Par ailleurs, il est montré dans l'artile [Launeau 96℄ que la rose des diretions peut se
déduire de la rose des intereptes.
⋄ Bilan Dans la partie 2.2.2.2 ont été présentés les prinipaux outils employés pour la araté-
risation d'objets, et notamment de grains, soit à partir d'images, soit à partir d'un support en 2
dimensions. Cependant, il existe une restrition plus ou moins importante des informations sur
l'objet initial qui est, lui, en dimension 3D.
A partir d'informations 2D, des outils ont été développés pour remonter aux paramètres 3D.
Dans les parties suivantes 2.2.2.3, 2.2.2.4 et 2.2.2.5 seront abordées les prinipales méthodologies
mises en plae pour le passage du 2D au 3D.
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2.2.2.3 Stéréologie : de la dimension 2 à la dimension 3D
Les images des objets étudiés sont soit elles des projetions, soit elles des setions de es
objets. Mais dans les deux as, l'un des problèmes majeurs de l'analyse d'image est que l'étude
porte sur un support bidimensionnel alors que les objets sont tridimensionnels. Cei ne donne
aès qu'à des paramètres en deux dimensions alors que l'intérêt est porté le plus souvent sur
des paramètres en trois dimensions [Coster 01℄ [Russ 07℄.
⋄ Prinipe de base de la stéréologie La stéréologie est un ensemble de méthodes qui per-
mettent d'estimer des informations dans un espae en deux ou trois dimensions (espaes R
2
et
R
3
), à partir de mesures réalisées dans un espae de dimension inférieure (espae R
1
ou respe-
tivement R
2
) [Aherne 82℄ [Elias 84℄.
Elle se base sur l'interprétation des images planes (setion ou projetion) par des ritères de
probabilité géométrique.
Dimension n
Dimension n-1
Fig. 2.19  Passage de n à n-1 sur une setion ou une projetion
Le prinipe de la stéréologie s'appuie sur la traversée de l'objet étudié par un plan : l'im-
pression obtenue est une surfae appelée setion de l'objet. Si e plan est extérieur à l'objet, la
surfae étudiée est la projetion de l'objet (ou prol ou surfae projetée).
Ainsi, un objet solide apparaît omme une série de surfaes, une surfae omme une série de
lignes, et une ligne omme un ensemble de points omme on peut le voir dans la gure Fig. 2.19.
⋄ Notation internationale des paramètres stéréologiques Tout d'abord il est important
d'aborder les règles de la nomenlature en stéréologie, qui sont très préises. En eet, les pa-
ramètres stéréologiques sont dénis par rapport à un espae de référene. Dans la notation du
paramètre sont dérits le type de mesure eetuée et le type de mesure de référene. Cette nota-
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tion répond à des règles internationales, xées par la Soiété Internationale de Stéréologie (ISS)
dont le site oiel est [ISS 09℄.
 Le paramètre mesuré s'érit ave une lettre majusule :
V=Volume,
A=Aire,
L=Longueur,
P=Nombre de points,
S=Surfae (frontière de l'objet),
N=Nombre de onnexités.
 Cette lettre majusule est suivie d'une lettre en indie, aratérisant le paramètre de l'es-
pae de référene : V, A, L, P pour volume, aire, longueur et point.
⋄ Paramètres stéréologiques Seul un nombre restreint de paramètres, ramenés à l'unité
d'espae, peut être mesuré. Ces paramètres stéréologiques sont résumés dans le tableau Tab.2.1.
Espae Paramètres stéréologiques
R
3
VV (X) SV (X) MV (X) NV (X)
(Proportion (Surfae (Intégrale de (Nombre de onnexité
volumique) spéique) ourbure spéique) spéique/unité de vol.)
R
2
AA(X) LA(X) NA(X)
(Proportion (Périmètre (Nombre de onnexité
surfaique) spéique) spéique/unité de surf.)
R
1
LL(X) NL(X)
(Proportion (Nombre de onnexité
linéique) spéique/unité de long.)
R
0
PP (X)
(Proportion
de points)
Tab. 2.1  Prinipaux paramètres stéréologiques
Des relations permettent de passer de ertains paramètres stéréologiques à d'autres (f.
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[Elias 84℄) :
VV (X) = AA(X) = LL(X) = PP (X)
SV (X) = 4 ·NL(X)
LA(X) = π ·NL(X)
MV (X) = 2π ·NA(X)
(2.31)
Ces paramètres sont mesurés dans la majorité des as sur des éhantillons. Une estimation
globale est déduite par un alul de probabilité.
D'autres paramètres stéréologiques marginaux mais non moins utilisés viennent de paramètres
2D plus spéiques :
 Rose des intersetions en 3D
Généralisation à la dimension 3, de la rose des intereptes présentée préédemment pour
des images 2D.
 Périmètre de surfae de setion.
Il s'agit du rapport entre l'aire et le périmètre alulés sur une image de setion de l'éhan-
tillon.
Egalement des mesures de fateurs d'anisotropie, notés FA, d'un objet 3D pourront être
déduites de mesures en dimension 2 :
 à partir des aires des surfaes projetées, SP , minimales et maximales sur les projetions
de diretion θi :
FASP =
min
θi
SP
max
θi
SP
(2.32)
 à partir des longueurs d'intereptes Int maximales sur les projetions de diretion θi (uni-
quement sur des objets onvexes) :
FAInt =
minmax
θi
Int
maxmax
θi
Int
(2.33)
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⋄ Conlusion des paramètres stéréologiques Nous avons don vu dans ette partie les
éléments de stéréologie permettant de aratériser géométriquement des grains. Nous allons voir
maintenant un autre type de aratérisation : la géométrie intégrale, permettant de dresser des
artographies de onvexes. Cet outil est très utile dans la aratérisation géométrique des grains
ar souvent eux-i sont modélisés par des onvexes.
2.2.2.4 Géométrie intégrale : artographie des onvexes
La variété des desripteurs de taille ou de forme présents dans la littérature en général, et
dont, i-dessus, n'a été présenté qu'un petit nombre, vient du fait qu'ils peuvent être réés et
dénis en fontion d'une appliation préise. De plus, il n'existe pas de théorie synthétisant les
propriétés de es mesures.
⋄ Ensemble onvexe Rappelons qu'un ensemble E est dit onvexe si, étant donné deux points
x et y dans E, le segment [x,y℄ reste entièrement ontenu dans E. De manière plus préise, un
sous-ensemble D d'un espae ane réel est appelé onvexe si λx+(1−λ)y ∈ D, quels que soient
x et y dans D et λ ∈ [0, 1], 'est-à-dire que le segment est ontenu dans D.
Propriétés :
1. Une intersetion quelonque, nie ou innie (dénombrable ou non) de onvexes est onvexe.
2. La réunion de deux onvexes n'est en général pas un onvexe.
3. L'enveloppe onvexe d'un sous-ensemble A quelonque est le plus petit onvexe ontenant
A. C'est l'intersetion de tous les onvexes ontenants A.
Un ensemble onvexe est ompat s'il est borné et fermé. La famille des onvexes ompats
sera noté K. Ce qui suit portera sur des éléments de ette famille mathématique qui est un anneau.
⋄ Fontionnelles de Minkowski Dans son ouvrage datant de 1903 [Minkowski 03℄, Min-
kowski a montré que la desription de la géométrie d'un objet onvexe se réduit à l'utilisation de
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trois mesures (fontionnelles) en dimension 2 (quatre mesures en dimension 3). En dimension 2,
il s'agit :
 de l'aire,
 du périmètre,
 du nombre d'Euler (diérene entre le nombre de omposantes onnexes et le nombre de
trous de l'objet).
En dimension 3, il s'agit :
 du volume V ,
 de l'aire S,
 de l'intégrale de la ourbure moyenne M ,
 du nombre d'Euler χ.
Hadwiger a de plus montré dans [Hadwiger 57℄ que toute mesure satisfaisant les trois proprié-
tés itées préédemment peut être érite omme une ombinaison linéaire des trois (en dimension
2) ou quatre (en dimension 3) fontionnelles de Minkowski, e qui montre l'importane de es
mesures qui forment alors un système omplet de mesures géométriques dans l'ensemble des
onvexes .
Ces mesures ont ensuite été développées et leurs propriétés expliitées dans le domaine appelé
la géométrie intégrale [Santalo 04℄. Hadwiger a montré dans [Hadwiger 57℄ qu'elles vérient les
propriétés suivantes :
1. La C-additivité : Φ(K1 ∪K2) = Φ(K1) + Φ(K2) − Φ(K1 ∩K2), K1 ∈ K et K2 ∈ K étant
deux onvexes (par exemple : le volume de l'union de deux onvexes est égale à la somme
des volumes des onvexes diminuée du volume de l'intersetion).
2. L'invariane dans les déplaements rigides (translations et rotations) : Φ(gK) = Φ(K),
ave K ∈ K , g étant un mouvement rigide dans l'espae.
3. La ontinuité : Φ(Kl) → Φ(K) lorsque Kl → K au sens de la distane de Hausdor
([Hausdor 05℄ [Ruklidge 96℄), et Kl ∈ K et K ∈ K (robustesse par rapport à des petites
variations)
Ave des mesures légèrement aaiblies (f. [Ruklidge 96℄), il est possible d'étendre es résul-
tats à des unions nies de onvexes. Notamment, ei permet de aluler les mesures de Minkowski
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de tableaux de voxels et don de généraliser es mesures à la dimension 3 [Blasquez 08℄.
Nous avons vu les bases de la géométrie intégrale ar souvent les grains sont modélisés par des
onvexes. Une population de grains est don souvent modélisés par une distribution de onvexes
e qui n'est pas aisé. Il est fréquent alors, an d'étudier la répartition des agrégats, d'assimiler
es onvexes à leur entre. La population des grains devient alors une distribution de points qui
est alors aratérisé par la géométrie stohastique présentée dans la partie suivante.
2.2.2.5 Géométrie stohastique : aratérisation de la distribution de grains
Beauoup d'ensembles observés dans la nature peuvent être modélisés par un ensemble de
points. En partiulier, un ensemble de grains peut être vu omme une distribution de points dé-
nis par la position des grains. Les points sont normalement appelés germes d'un modèle. C'est
la raison pour laquelle nous exposerons les prinipes de la géométrie qui est l'étude des proessus
aléatoires de points (f. [Meke 80℄ [Stoyan 95℄ [Meke 00℄ [Meke 05℄).
⋄ Distribution de points : An d'étudier les propriétés morphologiques de es ensembles
de points, ils sont onsidérés omme les entres de disques (ou sphères en 3D) de rayon r (f.
Fig. 2.21). Ces disques (sphères) sont appelés grains du modèle. L'étude de l'image (2D ou 3D)
obtenue nous donne alors des informations sur la distribution des germes.
Pour la représentation des grains sur un maillage arré (ou ubique en dimension 3), les
points (germes) sont tout d'abord positionnés et représentés par un arré noir. Un arré est
déni omme étant à l'intérieur d'un grain s'il est entièrement situé (arrêtes, sommets et fae
ompris) à une distane inférieure ou égale à r des germes. On obtient alors la modélisation des
grains f. Fig.2.20. Les disques forment don une approximation disrète des grains dans l'espae
eulidien.
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Fig. 2.20  Constrution des grains à partir de germes. A gauhe : grain ave r = 3. A droite,
grain ave r = 4.
Plus r est grand, plus la forme de l'objet obtenu approhe de elle d'un disque. A partir d'une
image réelle, plus ne sera l'éhelle d'une image, plus la modélisation s'approhe du prol réel
de l'objet.
(a)
Fig. 2.21  Approximation de la distribution d'objets par une population de disques d'aire
équivalente
Au ours de ette transformation d'une image d'agrégats, il existe deux sortes de traitement
des données. La première onsiste à traiter au moyen de diérentes fontions la distribution
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de points, en s'arrêtant don à la seonde étape de la gure Fig. 2.21. Ces fontions seront du
type fontions radiales ou de Ripley et seront développées dans la partie suivante (partie 2.2.2.5).
⋄ Prinipales fontions statistiques : Les prinipaux estimateurs et les aratéristiques
des distributions de points seront présentés dans ette partie, dans le as général de l'espae R
d
.
Considérons un ensemble de points aléatoires X = {xn} et soit N(B) = # {n : xn ∈ B} 'est-à-
dire le nombre de points xn de X situé à l'intérieur d'un voisinage B.
∗ La mesure d'intensité : La mesure d'intensité Λ est dénie par :
Λ(B) = E(N(B)) (2.34)
pour un voisinage B donnée. Don Λ(B) est le nombre moyen de points dans B. Dans le as de
distributions homogènes, il est susant de onsidérer l'intensité λ, puisqu'alors on a :
Λ(B) = λV (B) (2.35)
où V (B) orrespond au volume de B.
L'estimateur λ̂ déoulant naturellement est le suivant :
λ̂ =
N(B)
V (B)
(2.36)
A partir de la distribution des distanes au plus prohe voisin, les travaux de Stoyan et al.
relatés dans l'artile [Stoyan 01℄ préonise l'opérateur suivant :
λ̂ =
∑
xn∈B
1B⊖b(o,s(xn))(xn)
V (B ⊖ b(o, s(xn)))
(2.37)
où
 ⊖ est la fontion morphologique d'érosion,
 s(xn) est la distane de haque xn à son plus prohe voisin,
 b(x, r) est la boule de rayon r et de entre x.
Suivant l'artile de Stoyan et al. 2000 [Stoyan 00a℄, la formulation onseillée de l'estimateur
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λ̂ est la suite :
λ̂2 =
N(B)(N(B)− 1)
V (B)2
(2.38)
La raison en est que, même pour une distribution de Poisson, e n'est pas un estimateur
biaisé.
Cependant, la mesure d'intensité fournit une quantité unique. C'est pourquoi les fontions
statistiques de seond ordre sont souvent utilisées, ar elles donnent une série de valeurs en tant
que fontion de la distane entre les points. Ces valeurs indiquent quelle sorte d'interation entre
les points prévaut à une ertaine distane onsidérée. En eet, ette interation peut onsister
en une attration (lustering) ou une répulsion, ou auun eet du tout.
Pour l'estimation des statistiques sommaires, il est onseillé de s'appuyer sur la stationnarité
et l'isotropie omme hypothèses de modèle mathématique. En pratique, l'isotropie signie l'ab-
sene d'orientation préférentielle des points. La stationnarité implique qu'il n'y a pas de gradient
systématique de la densité, et que haque zone de l'espae étudié ontient potentiellement des
points.
∗ K-Funtion : La fontion de Ripley appelée K-Funtion, notée K(r), est l'une des fon-
tions les plus fréquemment utilisées pour étudier une distribution de points [Ripley 04℄ [Ripley 76℄
[Stoyan 95℄ [Stoyan 94℄.
Cette fontion est dénie telle que λK(r) vaut le nombre de points xn situés à l'intérieur de la
boule b(xn, r) entrée en un point aléatoirement hoisi xn qui lui-même n'est pas déompté.
Plus formellement :
K(r) = E
( ∑
xn∈X
N(b(xn, r))− 1
λ2 · V (B)
)
(2.39)
où b(xn, r) est la boule de entre xn et de rayon r.
∗ L-Funtion : L'inonvénient majeur de l'estimateur K(r) est qu'il n'est pas performant
pour gérer les problèmes de bords, omme ela est dérit de l'artile de Diggle (2003) [Diggle 03℄
et elui de Stoyan (1994) [Stoyan 94℄. C'est pour ontourner e problème que la fontion L est
dénie de la façon suivante :
L(r) =
√
(
K(r)
π
) (2.40)
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∗ Fontion de distribution de paires Analogiquement à la fontion de densité de pro-
babilité qui est la dérivée de la fontion de répartition, il y a la fontion de orrélation de paires
(en anglais pair orrelation funtion), notée g(r), qui peut être obtenue après diéreniation et
normalisation de K(r) :
g(r) =
1
2πr
dK(r)
dr
(2.41)
Un estimateur pour g(r) est donné par :
ĝ(r) =
̺̂(2)(r)
λ̂2
(2.42)
ave : ̺̂(2) = 1
2πr
∑
xi,xj∈B
i6=j
kh(r − ‖xi − xj‖)
V (Bi ∩Bj)
(2.43)
est utilisé dans l'artile [Stoyan 00b℄ kh est le noyau de Epanehnikov déni par :
kh(x) =
3
4h
(1−
x2
h2
)1(−h,h)(x) (2.44)
et Bj est l'ensemble des éléments dans la boule de entre xj.
∗ Distribution des distanes aux plus prohes voisins La distribution des distanes au
plus prohe voisin D est la fontion de distribution de la distane d'un point aléatoirement hoisi
xn, d'un proessus de points stationnaire à son plus prohe voisin. Don D(r) est la probabilité
qu'un point hoisi aléatoirement xn ait un voisin à une distane inférieure ou égale à r. En aord
ave Stoyan et al. (2001) [Stoyan 01℄ est déni l'opérateur de Hanish [Hanish 84℄ :
D̂H(r) =
∑
xn∈B
1B⊖b(0,s(xn))(xn)1(0,r](s(xn))
V (B ⊖ b(O, s(xn)))
(2.45)
Les prinipaux estimateurs viennent ii d'être présentés. Plus de détails sont disponibles dans
l'artile [Beil 05℄.
⋄ Diagrammes de Voronoï : Dénition :
Soit S un ensemble de n points (ou sites) de l'espae eulidien en dimension d. Pour haque site
p de S, la ellule de Voronoï V(p) de p est l'ensemble des points de l'espae qui sont plus prohes
de p que de tous les autres sites de S. Le diagramme de Voronoï de V(S) est la déomposition de
l'espae formée par les ellules de Voronoï des sites. La gure Fig. 2.22(a) illustre le diagramme
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de Voronoï en dimension 2.
La triangulation de Delaunay de S est le dual géométrique du diagramme de Voronoï de S :
deux points de S sont reliés par une arête dans la triangulation de Delaunay si et seulement si
leurs ellules sont adjaentes dans le diagramme de Voronoï de S. La gure Fig. 2.22(b) illustre
le diagramme de Voronoï en dimension 2.
Les diagrammes de Voronoï sont des strutures de données permettant de résoudre de nom-
breux problèmes omme la reherhe de plus prohes voisins. Par exemple, dans les travaux
[Sastry 97a℄, [Sastry 97b℄ es diagrammes sont utilisés pour aratériser les vides dans une dis-
tribution d'atomes. Les travaux de [Luhnikov 02℄ herhent à aratériser les sphères réparties
dans une enveloppe de géométrie dénie.
(a) Diagramme de Voronoï (b) Diagramme de Delaunay
Fig. 2.22  Diagramme de Voronoï et son dual : la triangulation de Delaunay (f. [Devilliers 00℄)
2.2.3 Synthèse des paramètres de aratérisation géométrique
Le tableau Tab. 3.8 synthétise les paramètres de aratérisation géométrique possibles vu
dans e hapitre.
2.3 Bilan
Dans e hapitre a été itée une palette d'outils de aratérisations optiques et géométriques
ainsi que les paramètres auxquels haun de es outils permet d'aéder.
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Méthodes
Caratéristique
Taille Forme Répartition spatiale
Méthodes physiques : Tamissage X X
Sédimentométrie X X
Centrifugation X X
Diration laser X X
Turbidimétrie X X
Analyse d'image
- Morphométrie : Param. de taille Param. de forme Param. de répartition
objets englobants spatiale, objets englobants
- Géom. Intégrale : Font. de Minkowski Diagr. de Blashke Diagr. de Blashke
- Stéréologie :
- Géom Stohastique : Font. radiales Font. radiales Font. radiales
Diagr. de Delaunay-V. Diagr. de Delaunay-Voronoï. Diagr. de Delaunay-Voronoï
Fig. 2.23  Synthèse des paramètres de aratérisation géométrique
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Le paramètre optique que nous avons retenu est la setion eae de diusion, notée Csa.
Ce hoix vient du fait que ertaines études ont montré le lien de e paramètre optique ave la
géométrie de l'agrégat, omme expliqué dans la partie 2.1. Ce hoix est également motivé par
le fait que, ontrairement à d'autres paramètres optiques, il est failement mesurable. Le mo-
dèle optique utilisé est le modèle GMM. Plusieurs raisons motivent e hoix. Tout d'abord e
modèle est diretement issu du modèle de Mie, base de tous les modèles optiques. Ce modèle,
développé de 1997, ne esse d'être utilisé et testé depuis lors, omme le montrent les nombreuses
publiations dont il a fait l'objet. C'est une méthode exate, qui a fait ses preuves fae aux
expérimentations [Xu 01℄. En outre ette méthode permet la validation d'algorithmes proposés
pour la méthode T-Matrix [Li 10℄, mais surtout [Auger 02℄.
Nous avons dressé un état de l'art non exhaustif de es paramètres géométriques suseptibles
de aratériser les prinipaux aspets de la géométrie des agrégats. Nous devrons séletionner,
après omparaison et analyse, les plus pertinents vis-à-vis du paramètre optique.
Pour résumer, dans le hapitre suivant sont exposés diérents travaux de reherhe. Tous
d'abord un premier travail sur la modélisation des agrégats est présenté. Ensuite, une étude
préliminaire optique est eetuée an de préiser le paramètre optique Csa. Enn, les travaux
de reherhe sur le lien entre es diérents paramètres sont également l'objet de l'étude présentée
dans le hapitre suivant.
52
Chapitre 3
Cadre de l'étude / Expérimentations
préliminaires
Sommaire
3.1 Cadre de l'étude et modélisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.1.1 Données géométriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.1.2 Synthèse des paramètres géométriques de onstrution . . . . . . . . . . 60
3.1.3 Données optiques : paramètres du modèle GMM . . . . . . . . . . . . . 62
3.1.4 Temps de alul . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.2 Etude préliminaire optique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.2.1 Orientations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
3.2.2 Reherhe du nombre susant d'orientations . . . . . . . . . . . . . . . 67
3.2.3 Mise en plae de l'étude optique des agrégats . . . . . . . . . . . . . . . 69
3.2.4 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3.3 Etude préliminaire géométrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3.3.1 Séletion des diérentes aratéristiques géométriques à étudier . . . . . 83
3.3.2 Notions de théorie de l'information . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
3.3.3 Etude préliminaire des paramètres d'anisotropie . . . . . . . . . . . . . 86
3.3.4 Etude préliminaire des aratéristiques de taille et forme . . . . . . . . . 95
3.3.5 Conlusion et disussion sur l'étude préliminaire géométrique . . . . . . 99
3.4 Bilan . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100
53
3.1. Cadre de l'étude et modélisation
3.1 Cadre de l'étude et modélisation
3.1.1 Données géométriques
An de mener à bien nos travaux nous avons hoisi d'étudier des agrégats ayant une géomé-
trie relativement simple, mais néanmoins réaliste. De ette façon, onnaissant leurs paramètres
géométriques, nous souhaitons établir un lien entre es paramètres et diérents aspets de la
setion eae de diusion.
La modélisation géométrique des agrégats se fait suivant deux niveaux d'éhelle.
3.1.1.1 Premier niveau d'éhelle
Les partiules du premier niveau d'agrégation (le plus n), aussi dites partiules primaires,
ont une géométrie sphérique. Cette donnée est imposée par les hypothèses de onstrution du
modèle optique utilisé. Pour un agrégat, les partiules primaires le omposant auront toutes le
même rayon Rpp. Ce rayon a été hoisi égal à 0.03 µm, 0.015 µm, 0.01 µm. Nous avons séletionné
es valeurs au regard de l'ordre de grandeur observé des partiules primaires de l'éhelle 1 (f.
[Berrada 09℄ [Andersen 03℄ par exemple).
3.1.1.2 Seond niveau d'éhelle
Les agrégats se forment en donnant un seond niveau d'éhelle présentant une géométrie qui
lui est propre. Cette géométrie onstitue l'enveloppe de l'agrégat. Dans le adre de ette étude,
l'enveloppe est hoisie onvexe et répond aux ritères suivants :
1  Son volume a un ordre de grandeur qui est le même que elui d'une sphère dont le diamètre
est xé et est noté PVEC omme paramètre volumique de l'enveloppe onvexe.
Nous étudierons trois as : PVEC = 0.3 µm, PVEC = 0.2 µm and PVEC = 0.1 µm.
Nos hoix ont été motivés par le fait qu'il s'agit de l'ordre de grandeur observé du seond
niveau d'éhelle dans l'agglomération multi-éhelle [Berrada 09℄.
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2  Sa géométrie est onnue.
Nous avons séletionné les géométries suivantes :
a) Géométrie sphérique.
b) Géométrie ubique.
) Géométrie ylindrique.
Elle est dénie par deux paramètres liés (D,H = D×k), ave k ∈ {1; 2; 8; 20; 1/2, 1/8, 1/20}.
D est le diamètre de la base du ylindre et H sa hauteur. Il y a don deux types d'enve-
loppes onvexes ylindriques : aplatie (k < 1) et allongée (k > 1).
d) Géométrie ellipsoïdale de type oblong (en anglais : prolate).
Elle est dénie par trois paramètres liés (a, a, a×k), ave k ∈ {2; 20}. Ces trois paramètres
dénissent les trois axes de l'ellipsoïde.
e) Géométrie ellipsoïdale de type aplati (en anglais : oblate).
Elle est dénie par trois paramètres liés (a, a, a × k), ave k ∈ {1/2; 1/20}. Ces trois
paramètres dénissent les trois axes de l'ellipsoïde.
On appellera k le rapport d'anisotropie des enveloppes onvexes, ar, pour une forme donnée,
il aratérise l'anisotropie de elle-i. Les enveloppes des agrégats étant en dimension 3, elles
possèdent trois axes prinipaux notés (a, b, c) dont au moins deux sont égaux (d'après nos hoix
de géométrie des enveloppes), par exemple a=b. Alors k = c/a.
Par la suite, on utilisera également le rapport d'aspet K qui est déni de la façon suivante.
Ave les mêmes notations que préédemment, que l'on ait a < b = c ou a = b < c, K est tel que
K = a/c, don on aura toujours K > 1. Ce paramètre sera prinipalement utilisé pour failiter la
leture de ertains graphs néessitant une troisième dimension omme nous le verrons par la suite.
Outre la forme globale des agrégats déoulant d'une observation expérimentale, nous avons
été ontraints pour notre étude à dénir la disposition des partiules les unes par rapport aux
autres.
3.1.1.3 Maillage
Dans une première approhe, nous avons onsidéré la disposition des partiules primaires
onnexes, les unes par rapport aux autres. En eet, une disposition aléatoire ne permet pas
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d'identier l'inuene de e paramètre. De plus, il est naturellement observé dans les strutures
expérimentales un ertain ordre.
Nous avons don hoisi, dans les enveloppes prédénies, que les entres des partiules primaires
sont disposés le long d'un maillage :
1  ubique simple (maille élémentaire : un ube)
2  ubique fae entré (f. Figure Fig. 3.1(a))
3  hexagonal ompate (f. Figure Fig. 3.1(b))
(a) Maille Cubique Fae
Centrée
(b) Maille Hexagonale Com-
pate
Fig. 3.1  Représentation de la maille hexagonale ompate et de la maille ubique fae entrée
De plus, nous avons noté que la représentation des partiules le long d'un maillage est fré-
quente dans les études optiques (f. [Andersen 03℄).
Par la suite, nous avons dû dénir un mode de remplissage des enveloppes onvexes.
3.1.1.4 Remplissage des enveloppes onvexes
Dans ette partie, nous avons porté notre réexion sur le proédé de remplissage et la om-
paité (dans notre travail appelé taux de remplissage).
1. Proédé de remplissage des enveloppes
Nous avons hoisi dans notre proédé de onstrution des agrégats, que l'enveloppe est dans
un premier temps disposée sur le maillage de façon à ontenir le plus de entres possibles
(gures Fig. B.2(b) Fig. B.2(b)).
Dans un seond temps, les partiules sont séletionnées quand leur entre est situé à l'in-
térieur de l'enveloppe omme l'illustre la gure Fig. B.2().
On obtient ainsi un agrégat dont l'enveloppe est alors onsidérée omme pleine Fig. 3.2(e).
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Cependant, de façon évidente, sa ompaité n'est pas égale à 1, mais se rapprohe de elle
de la maille onsidérée, 'est à dire 0.52 pour la maille ubique simple et 0.74 pour les deux
autres.
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Fig. 3.2  Constrution d'un remplissage à 100% d'une enveloppe onvexe sphérique
Dans le as du Sulfure de Zin, la maille hexagonale ompate orrespond à la wurtzite.
Dans le as de la blende (autre forme ristalline du Sulfure de Zin), les atomes sont dis-
posés en maille ubique fae entrée.
Nous étudierons la diérene entre es deux as.
Ci-dessous sont illustrés quelques exemples d'agrégats (f. Fig. 3.3, Fig. 3.4, Fig. 3.5 et
Fig. 3.6). Tous les agrégats représentés dans es gures ont un volume du même ordre de
grandeur, e qui n'apparaît pas forément à ause de l'éhelle : le paramètre volumique
PVEC vaut 300 nm pour tous. Le rayon de leurs partiules primaires est le même pour
haque : 10 nm. Tous sont également onstruits sur la maille hexagonale ompate.
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L'unique paramètre géométrique de onstrution pour lequel ils dièrent est la forme de
l'enveloppe onvexe. Conséutivement à notre proessus de onstrution, ils dièrent éga-
lement dans le nombre de partiules les onstituant, Npp, même si e nombre reste sensi-
blement le même pour tous les agrégats (donnée préisée en légende de haque agrégat).
(a) (b) ()
Fig. 3.3  Illustration de diérents agrégats dont l'enveloppe onvexe pleine, et de rapport
d'aspet K=1, est : (a) sphérique Npp=2505, (b) ubique Npp=2625, () ylindrique ave k = 1
Npp=2556.
(a) (b) () (d)
Fig. 3.4  Illustration de diérents agrégats dont l'enveloppe onvexe pleine, et de rapport
d'aspet K=2, est : (a) ellipsoïdale aplati ave k = 1/2, Npp=2514, (b) ylindrique aplati ave
k = 1/2, Npp=2523, () ellipsoïdale oblong ave k = 2, Npp=2512, (d) ylindrique allongé ave
k = 2, Npp=2553.
(a) (b)
Fig. 3.5  Illustration de diérents agrégats dont l'enveloppe onvexe pleine, et de rapport
d'aspet K=8, est : (a) ellipsoïdale aplati ave k = 1/8, Npp=2505, (b) ellipsoïdale oblong ave
k = 8, Npp=2613.
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(a) (b) () (d)
Fig. 3.6  Illustration de diérents agrégats dont l'enveloppe onvexe pleine, et de rapport
d'aspet K=20, est : (a) ellipsoïdale aplati ave k = 1/20, Npp=2587, (b) ylindrique aplati ave
k = 1/20, Npp=2472, () ellipsoïdale oblong ave k = 20, Npp=2555, (d) ylindrique allongé
ave k = 20, Npp=2709.
Nous avons également noté que le taux de remplissage des enveloppes était un paramètre
à dénir. En eet, les travaux d'Okada et al. [Okada 09℄ ont montré l'importane de l'in-
uene de la densité volumique d'une enveloppe sur les setions eaes de diusion. De
plus, beauoup de méthodes approhées utilisent e paramètre pour aluler un indie de
réfration eae (f. paramètre f de la setion 2.1.4). Il était don important de l'inlure
dans notre étude.
2. Taux de remplissage des enveloppes
Nous onsidérons don plusieurs taux de remplissage de l'enveloppe : remplissage à 100%
(plein), à 75%, à 50%, 25% et à 10%. Dans les quatre derniers as, nous avons hoisi de
séletionner les partiules primaires à partir de elles du as plein, parmi lesquelles sont
onservées uniquement 75%, 50%, 25% et 10% de es partiules respetivement, aléatoire-
ment hoisies suivant la loi de Poisson (totalement aléatoire).
Nous étudierons également le as d'un remplissage dit  reux  (ou sous forme de oquille).
Ce as est également un as dérivé du as  plein . Nous avons déidé de le onstruire en
onservant seulement les partiules n'ayant pas un voisinage omplet ('est-à-dire toutes
leurs  voisines  diretes). Le voisinage d'une partiule est onstitué des partiules en
ontat diret ave elle onsidérée. Pour une partiule donnée, le nombre maximal de par-
tiules omposant son voisinage dépend de la maille sur laquelle est onstruite l'agrégat.
Il dépend également de la situation de ette partiule dans l'agrégat : si ette partiule se
trouve à l'intérieur de l'agrégat, onsidéré de ompaité maximale, alors son voisinage sera
omplet. Si elle se trouve à la surfae de l'agrégat, son voisinage ne sera pas omplet. Le
nombre maximal de voisines disrètes d'une partiule, pour la maille droite en 3D est de
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6. Il est de 12 pour la maille hexagonale ompate et la maille ubique fae entrée.
La gure Fig. B.3 illustre les diérents taux de remplissage onsidérés dans le adre de ette
étude, pour des agrégats d'enveloppe onvexe sphérique.
(a) (b) () (d) (e) (f)
Fig. 3.7  Illustration des agrégats d'enveloppe onvexe sphérique ave diérents taux de rem-
plissage : (a) 100%, (b) remplissage à 75%, () remplissage à 50%, (d) remplissage à 25%, (e)
remplissage à 10%, (f) remplissage  reux 
Il faut noter que nous préférerons le terme de  taux de remplissage  au lieu de  ompaité 
ar les taux de remplissage partiels (75%, 50%, 25% et 10%) sont déduits du remplissage à 100%
dont on onserve des partiules.
Ainsi, nous avons déni géométriquement la onstrution des agrégats qui seront étudiés dans
la suite de notre étude. Nous devons également xer le adre de notre analyse au niveau optique,
dans laquelle est prise en onsidération une propriété intrinsèque des agrégats, omme la nature
des matériaux.
3.1.2 Synthèse des paramètres géométriques de onstrution
Le tableau Tab. 3.8 synthétise les paramètres géométriques dits  de onstrution  et les
paramètres optiques xés au préalable. L'éhantillon des agrégats dans ette étude omprend
3720 agrégats. Il est également important de noter que ette étude ne porte pas sur des agrégats
ave un nombre xé de partiules primaires : les éléments xés à l'origine sont uniquement eux
gurant dans le tableau Tab. 3.8.
Pour donner une indiation, dans la gure i-dessous se trouve la distribution du nombre de
partiules onstituant les agrégats étudiés :
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Première éhelle
Rayons (Rpp) : 10 nm
(3 valeurs) 15 nm
30 nm
Géométrie :
sphérique
(1 possibilité)
Seonde éhelle
Paramètre Volumique 100 nm (Rayon de la sphère de volume équivalent à l'enveloppe onvexe pleine)
(PVEC) : 200 nm
(3 valeurs) 300 nm
Géométrie (EC) : sphérique (par onvention k = 1)
(11 possibilités) ubique (par onvention k = 1)
ylindrique (H = k ·D, k∈ {1/20, 1/8, 1/2, 1, 2, 8, 20})
ellipsoïdale (a, a, k · a) type aplati (k ∈ {1/2, 1/20}
ellipsoïdale type oblong k ∈ {2, 20}
Remplissage des enveloppes
Maille (M) : Cubique Simple (CS) seulement pour le ouple (ZnS, HeNe)
(3 possibilités) Cubique Fae Centrée (CFC) seulement pour le ouple (ZnS, HeNe)
Hexagonale Compate (HC) pour tous les ouples optiques
Taux de remplissage (TR) :
100 %, 75 %, 50 %, 25 %, 10 %, reux
(6 possibilités)
Couples optiques
Nom (np, λ(nm)) : (ZnS, HeNe)=(2.35, 632.8 nm)
(4 possibilités) (ZnS, IR)=(2.35, 800 nm)
(ZnS, UV)=(2.35, 400 nm)
(TiO2, HeNe)=(2.58, 632.8 nm)
Fig. 3.8  Synthèse de tous les as étudiés.
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Fig. 3.9  Distribution du nombre de partiules dans la base des agrégats étudiés
On peut voir que ette distribution n'est pas très homogène et, pour un même nombre de
partiules, les agrégats orrespondants pourront avoir des paramètres géométriques et optiques
très diérents.
3.1.3 Données optiques : paramètres du modèle GMM
Dans ette partie sont exposées les diérentes données optiques qu'il a été néessaire de xer.
Pour ela nous rappelons dans le tableau suivant diérentes notations (Tab. 3.1).
Symboles Paramètres optiques Relation
nm Indie de réfration du milieu (eau) (µm) 1.33074
λ0 Longueur d'onde du faiseau inident dans le vide (µm)
λ Longueur d'onde relative (au milieu) (µm) λ = λ0nm
np Indie de réfration absolu du matériau
mr Indie de réfration relatif du matériau mr =
np
nm
α Paramètre de taille (µm) α = 2·π·Rppλ
Csa Setion eae de diusion en µm2
Qsa Eaité de diusion d'une sphère de rayon x
Csca
πx2
Tab. 3.1  Données optiques du modèle
Comme préisé préédemment, notre étude se xe sur l'étude de la setion eae de diusion
dont le lien ave la géométrie des agrégats était ressorti des travaux préédents (f. [Jaquier 06b℄
[Jaquier 08b℄ [Jaquier 08a℄ [Gruy 08℄).
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Tout d'abord, omme exposé dans l'introdution, nous avons hoisi d'étudier des agrégats ave
un fort indie de réfration. Nous avons don séletionné pour matériau le Sulfure de Zin et le
Dioxyde de Titane dont les indies de réfration absolus valent respetivement 2.35 et 2.58. Ces
valeurs rendent es deux matériaux représentatifs de leur atégorie.
Dans un premier temps, onernant la longueur d'onde (λ) du faiseau, nous en avons séle-
tionné trois qui balayent le domaine du visible : 0.8 µm (limite supérieure du domaine visible,
orrespondant au rouge), 0.6328 µm (laser Hélium Néon) et 0.4 µm (limite inférieure du domaine
visible, orrespondant au violet).
Dans un seond temps, au ours de notre étude, nous avons été onfrontés à un temps de al-
ul onséquent. Nous avons don été ontraints à borner notre travail et de dénir des ouples de
paramètres (matériau, longueur d'onde). Nous avons don séletionné quatre ouples (matériau,
λ) :
1. (ZnS, 0.633 µm)
2. (ZnS, 0.4 µm)
3. (ZnS, 0.8 µm)
4. (TiO2, 0.633 µm)
Au vu des résultats obtenus, et omme nous le verrons par la suite (f. hapitre 4), seul le ouple
(ZnS, 0.633 µm) est appliqué sur les trois types de maille. Les autres ouples optiques ne seront
appliqués que sur les agrégats de maille hexagonale ompate.
La gure Fig. 3.10 montre les variations de Qsa pour es quatre ouples en fontion du
paramètre de taille α, pour un objet sphérique de rayon x (f. notations et formules tableau
Tab. 3.1). Le alul de Qsa est don obtenu ave la théorie de Mie.
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Fig. 3.10  Fateurs d'eaité en fontion du paramètre de taille
Sur es graphiques ont été plaés les points dont les absisses orrespondent à la valeur de
α pour des sphères dont le diamètre est 0.3 µm, 0.2 µm et 0.1 µm. C'est-à-dire que sur es
graphiques sont plaés les points orrespondant aux sphères de volume équivalent à elui de
l'enveloppe onvexe des agrégats étudiés dans es travaux. De plus, ette représentation permet
d'illustrer le domaine d'étude, sahant que nous essayons essentiellement de aratériser la partie
roissante initiale des ourbes (α < 2.5), ar la partie plus  bruitée  entraine une interprétation
diile dans une première approhe.
On peut voir que les sphères de diamètre PVEC ∈ {0.3, 0.2, 0.1µm} (sphères de même volume
que elui de l'enveloppe onvexe des agrégats dans le as où elles-i sont pleines), ne sont pas
exatement dans la partie de roissane monotone des ourbes de haque ouple. Cela pourra
inuener la préision de ertains de nos résultats omme nous le verrons dans le hapitre 4.
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Enn, rappelons que la lumière est une onde életromagnétique qui se déompose en deux
hamps de veteurs ouplés : un hamp életrique
~E et un hamp magnétique ~B, se propageant
à la vitesse de c = 3.108m.s−1 dans le vide.
Dans le as d'une onde plane, es veteurs sont perpendiulaires entre eux et à la diretion de
propagation du faiseau inident.
Dans le as d'une lumière naturelle, la diretion du hamp
~E varie de façon aléatoire : on dit
alors que la lumière est non-polarisée. A l'inverse, quand la diretion de
~E est xée, on dit que
la lumière est polarisée. Ainsi, dans le ontexte de notre étude, nous nous restreindrons au as
d'une lumière non-polarisée.
Le matériau des agrégats sera non-absorbant et les agrégats seront onsidérés dans l'eau.
3.1.4 Temps de alul
Le temps de alul est entièrement dépendant de l'état d'optimisation du ode à un moment
donné et de la mahine sur laquelle tourne le ode de aluls.
Nous donnons don ii nos temps de alul à titre indiatif. Le temps pour aluler les ara-
téristiques optiques est variable et dépend essentiellement du nombre de partiules omposant
l'agrégat. Il dure, en moyenne, environ 20 seondes, mais peut monter jusqu'à une minute pour
un agrégat de 3000 partiules onstruit sur une maille Cubique Fae Centrée, sur un ordinateur
Intel(R) Xeon(R) CPU, 2.5GHz.
Nous avons eu ensuite la possibilité de travailler sur un luster SGI Altix 350 dont les ara-
téristiques sont les suivantes : un serveur maître 6 n÷uds de alul, haun étant biproesseur
quad-÷urs Xeon, 9.5GHz. Chaque n÷ud possède deux proesseurs virtuels, et haque proes-
seur virtuel quatre ÷urs pouvant ommuniquer entre eux.
Nous avons don pu aélérer les aluls, notamment en les répartissant sur les diérents
÷urs du système. En eet, notre hoix a été motivé par le fait que, pour aratériser optique-
ment un agrégat, le alul de la setion eae se fait sur plusieurs orientations (162 orientations)
omme ela est expliqué dans la partie 3.2.1.
Or, à titre indiatif, pour un agrégat à 1000 partiules, le alul des setions eaes sur 162
orientations a un temps de alul de l'ordre d'un mois sur un ordinateur Intel(R) Xeon(R), tandis
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qu'il est de l'ordre de la journée sur le luster. De e fait, la solution tehnique du luster permet
de réduire d'un fateur de 15 le temps de alul. Dans l'état d'optimisation du ode et pour notre
étude optique sur l'ensemble des agrégats (3740 au total), nous avons été onfrontés à un temps
de alul de la vingtaine de jours.
3.2 Etude préliminaire optique
L'étude préliminaire optique onsiste à analyser au préalable les valeurs de la setion eae
de diusion (Csa), an de mieux pouvoir le mettre en relation ave la géométrie des agrégats.
3.2.1 Orientations
Nous avons vu dans la présentation de la méthode GMM que le alul du Csa dépend de
l'orientation du faiseau inident sur l'agrégat onsidéré xe. Une question préliminaire essen-
tielle est de déterminer les angles du faiseau inident (orientations) sous lesquels sera alulée
la setion eae de diusion.
Dans la littérature, es orientations sont généralement hoisies aléatoirement (en l'ourrene
suivant la distribution uniforme standard) et sont en nombre variable. Il arrive que le hoix du
nombre dépende de la apaité des ordinateurs à disposition, omme ela a été évoqué dans les
travaux de Jaquier [Jaquier 06a℄. Dans ses travaux, le hoix portait sur 50 orientations aléa-
toirement hoisies. D'autres auteurs, en l'ourrene Okada [Okada 10℄, ont travaillé sur un plus
grand nombre d'orientations : au nombre de 1000 dans l'artile ité, aléatoirement hoisies.
Nous avons voulu réaliser une étude préliminaire an de hoisir un nombre susant d'orien-
tations an de s'assurer de la robustesse des paramètres optiques. Le ritère déterminant sera le
nombre néessaire d'orientations pour lequel est obtenue une stabilité à 10−3 près de la valeur
de Csa moyen sur le nombre d'orientations (moyenne arithmétique).
Nous avons hoisi de travailler sur des orientations régulièrement réparties autour de l'agrégat
et nous sommes partis du fait que l'ensemble des orientations possibles, du faiseau inident sur
l'agrégat, est ontinu et onstitue une sphère tout autour de l'agrégat. La première étape est la
triangulation de ette sphère, fournissant des oordonnées de points répartis de façon homogène
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à sa surfae.
Le ode utilisé a pour soure [Leeh 05℄. La fontion de triangulation utilisée onsiste à une
subdivision réursive de la sphère. La première approximation est un des inq solides de Platon
[Platon 96℄ et [Eulide 01℄ (un polyèdre régulier et onvexe) : soit un iosaèdre, un otaèdre ou
un tétraèdre. Chaque niveau d'anement sous-divise haque fae triangulaire par un fateur 4.
A haque pas d'anement, les sommets sont projetés sur la surfae de la sphère.
La triangulation impose don un nombre de points sur la sphère, de par le proédé de trian-
gulation : il s'agira en l'ourrene d'une triangulation à 42 points, à 162 points, 642 points,
2562 points et. ar, à ause du rendu visuel, le solide de Platon initial séletionné est l'iosaèdre
(possède 20 faes, e qui rend la triangulation plus ne).
Ces points ou sommets de la triangulation, sont autant de diretions possibles du faiseau ini-
dent sur l'agrégat omme l'illustre la gure Fig. 3.11.
Fig. 3.11  Triangulation de la sphère des observations
3.2.2 Reherhe du nombre susant d'orientations
Dans la partie préédente, nous avons vu une manière d'étudier la aratérisation optique
d'un agrégat en passant par une triangulation de la sphère de l'ensemble des observations. Il est
néessaire ependant de déterminer un nombre néessaire d'orientations puisque plusieurs pas
d'anement sont possibles.
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Pour ela, nous allons étudier la valeur moyenne arithmétique du Csa sur n valeurs de Csa
diretionnel Csca(n). Tout d'abord pour haque agrégat, puis pour haque nombre n de valeurs
de Csa diretionnels (don d'orientations) onsidérées, on réitère le proédé suivant : n valeurs
de Csa sont tirées aléatoirement sur toutes les valeurs possibles (en l'ourrene 162) dont est
fait la moyenne. Ce tirage est réalisé 50 fois à la suite desquelles est faite la moyenne, an d'avoir
pour haque n, un Csa diretionnel moyen représentatif et non biaisé.
An de déterminer s'il y a stabilisation de la valeur de Csa moyen sur haque agrégat, en
fontion du nombre de Csa diretionnels onsidérés, nous avons représenté la fontion suivante :
fAgr(n) =
CscaAgr(n)− CscaAgr(162)
CscaAgr(162)
(3.1)
n étant le nombre d'orientations (de Csa diretionnels) onsidérées.
La normalisation est réalisée par rapport au pas 162, ar il orrespond au pas maximum
onsidéré et permet de limiter le temps alul déjà très long omme ela a été mentionné préé-
demment. Le pas 162 est en quelque sorte onsidéré omme le Csa moyen  à l'inni .
An de surmonter le problème de superposition du à un grand nombre de ourbes, nous avons
adopté une approhe statistique. Pour haque nombre de Csa diretionnels onsidérés n, sont
alulés la valeur moyenne du Csa moyen sur l'ensemble des agrégats, ainsi que l'éart-type. La
gure (Fig. 3.12) montre la ourbe des valeurs moyennes et des éarts-type obtenus :
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Fig. 3.12  Représentation des valeurs moyennes et des éarts-types des fontions fAgr à haque
nombre de Csa diretionnels onsidérés sur tous les agrégats
Ainsi la gure Fig.3.12 montre qu'à partir d'environ 140 orientations onsidérées, en moyenne
les agrégats présentent un éart de Csa moyen, entre deux nombres d'orientations onséutifs,
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inférieur à la barre d'erreur de 10−3, 'est-à-dire que le Csa moyen est stable à 10−3 près.
Par le nombre d'orientations que la triangulation nous impose, ela montre don que 162 orien-
tations onsidérées est un nombre susant pour garantir une stabilité du Csa moyen à 10−3
près.
De e fait, dans notre étude, les résultats les Csa seront alulés suivant les points de la trian-
gulation de la sphère des observations omprenant 162 orientations. Ainsi pour haque agrégat,
nous aurons 162 valeurs de Csa orrespondant à des positions du faiseau inident réparties
uniformément autour de l'agrégat.
3.2.3 Mise en plae de l'étude optique des agrégats
Une valeur de Csa est une donnée qui dépend entièrement de la diretion du faiseau inident
sur l'agrégat, omme déni dans le préédent paragraphe. Pour haque agrégat sont obtenues
162 valeurs de Csa, alulées suivant les 162 orientations du faiseau sur l'agrégat. Ce nombre
d'orientation est néessaire pour obtenir une valeur moyenne de Csa ayant une erreur onve-
nable vis-à-vis de la préision expérimentale. En omplément de ette étude, nous avons étudié
la artographie des Csa diretionnels. Cette étude est présentée dans le paragraphe suivant.
3.2.3.1 Visualisation diretionnelle : artographie
Une étude préliminaire a onsisté à étudier le lien entre la valeur de Csa et la struture
géométrique que donne l'agrégat, sous l'angle donné du faiseau inident. Pour ela, nous avons
mis en plae des artographies optiques de haque agrégat. Les artographies sont des sphères
à la surfae desquelles sont reportées des valeurs grâe à une éhelle de ouleur. Cela permet
notamment de faire apparaître des motifs à la surfae de ette sphère, aratéristiques de la
géométrie de haque agrégat. En l'ourrene les points de la artographie optique orrespondent
au report de la valeur de Csa obtenue pour une diretion du faiseau. La diretion du faiseau
orrespond analogiquement un point de la sphère des observations. Ainsi, nous avons hoisi de
reporter à haque point de la sphère diretionnelle, le Csa par le biais d'une ouleur dépendante
d'une éhelle.
Cette éhelle des ouleurs est xée suivant les besoins de l'utilisateur : elle peut être propre à
haque agrégat, ou bien elle peut être la même pour tous les agrégats si on veut omparer les
artographies de haun.
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⋄ Etude de la forme des agrégats : Dans les diérentes artographies qui suivent dans ette
partie 3.2.3.1, les 162 valeurs de Csa d'un agrégat sont normalisées par la valeur moyenne de
es Csa sur e même agrégat. Les sous-gures de la gure Fig. 3.13 montrent les artographies
des agrégats d'enveloppe onvexe pleine, de PVEC = 300, de Rpp=15nm, en maille hexagonale
ompate et pour le ouple optique (ZnS, HeNe).
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Il est important de noter au préalable que la position de la artographie et elle de l'agrégat
auquel la artographie orrespond (représentés te à te) sont orrélées an de mieux visualiser
e lien. La partie ahée des artographies est dédutible du fait que tous les agrégats étudiés
présentent des symétries permettant de nous rendre ompte des motifs de la partie ahée des
sphères artographiques.
De plus, l'éhelle des ouleurs s'étale entre la plus petite valeur et la plus grande valeur des
Csa diretionnels normalisés respetivement par le Csa moyen de haque agrégat, ei sur l'en-
semble des valeurs des 162 valeurs des 13 agrégats présentés dans e tableau, soit sur 2106 valeurs.
De e fait, les artographies 3D des Csa, présentées dans les sous-gures de Fig. 3.13, per-
mettent de visualiser le lien entre les valeurs de Csa diretionnelles et la géométrie de l'agrégat.
Tout d'abord, les motifs visibles sur la artographie permettent de omparer les valeurs de
Csa en fontion de la loalisation sur l'agrégat du point d'impat du faiseau inident.
Ainsi par exemple, on peut voir que pour les agrégats d'enveloppe onvexe ylindrique et ellipsoï-
dale ave k=2, le Csa est plus important si le faiseau inident arrive parallèlement aux grands
axes des enveloppes.
En e qui onerne la omparaison entre les agrégats d'enveloppe onvexe ylindrique, on peut
voir que la représentation dépend du rapport d'anisotropie k : lorsque l'enveloppe onvexe est
de type ylindrique aplati (k < 1) le Csa a une valeur plus faible lorsque le faiseau arrive sur
la base plutt que sur la hauteur. Cei a tendane à s'inverser au fur et à mesure que k grandit,
mais jusqu'à une ertaine limite (f. as k=20).
De plus, on peut remarquer une similarité dans les artographies des agrégats d'enveloppes
onvexes ylindriques et elles des agrégats d'enveloppe onvexes ellipsoïdales, en fontion du
rapport d'aspet. Dans la même lignée, on peut noter que pour le as de l'agrégat d'enveloppe
onvexe sphérique, auun motif n'apparaît sur la artographie lui orrespondant, e qui est nor-
mal du fait de l'isotropie de son enveloppe onvexe.
Tout ei nous permet de tirer des lois générales sur le omportement de la valeur du Csa dire-
tionnelle en fontion de l'anisotropie des enveloppes onvexes. Cependant, on peut voir que pour
l'agrégat d'enveloppe onvexe ylindrique ave k = 20, le Csa est le plus fort quand le faiseau
arrive perpendiulairement au grand axe de l'enveloppe onvexe, e qui est le ontraire du as
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ave k = 2 par exemple. Cei démontre la omplexité des lois entre Csa diretionnel et géométrie.
Ensuite, une autre observation est intéressante grâe à e type de représentation. Il s'agit de
l'étude de l'étalement des valeurs diretionnelles de Csa, permettant de omparer les agrégats
entre eux. En eet, nous avons noté que les valeurs de Csa diretionnelles maximales relatives
sont atteintes pour les agrégats ayant un rapport d'aspet valant 2. Ces agrégats présentent éga-
lement un large étalement de leurs valeurs de Csa diretionnel.
A ontrario, on peut noter que les agrégats dont l'enveloppe est aplatie (ylindrique ou ellipsoï-
dale aplatie ave k < 1) présente des Csa diretionnels normalisés bas relativement par rapport
à eux des 13 agrégats présentés dans le tableau.
De plus, nous avons remarqué également que les agrégats d'enveloppe onvexe isotrope (sphé-
rique, ubique, ylindrique ave k=1) ont un étalement très petit par rapport aux autres agrégats.
Cependant, nous avons observé que les agrégats les plus anisotropes (k=20 ou k=1/20) ne sont
pas eux qui ont le plus large étalement de leurs valeurs de Csa diretionnels normalisés.
⋄ Etude du taux de remplissage : Dans le tableau suivant (f. Fig. 3.14), sont montrées les
artographies des agrégats de même enveloppe onvexe (ubique), de même taille (PVEC = 300),
Rpp=15 nm, en maille hexagonale ompate, pour le ouple optique (ZnS, HeNe) ave des taux
de remplissage diérents. L'éhelle des ouleurs s'étale sur entre la plus petite valeur et la plus
grande valeur des Csa diretionnels normalisés respetivement par le Csa moyen de haque
agrégat, ei sur l'ensemble des valeurs des 162 valeurs des 6 agrégats présentés dans e ta-
bleaux, soit sur 972 valeurs.
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Fig. 3.14  Cartographies des agrégats d'EC ubique, Rpp=15, PVEC = 300, en maille hexagonale ompate,
de ouple optique (ZnS, HeNe) mais de taux de remplissage diérent, représentées sur une même éhelle des
ouleurs
Les artographies présentées dans le tableau Fig. 3.14 permettent de voir l'inuene du taux
de remplissage des enveloppes onvexes sur les valeurs de Csa diretionnel. Plus le remplissage
est faible, moins les motifs sur les artographies sont représentatifs de la forme de l'enveloppe
onvexe. D'une manière générale, l'étalement des valeurs de Csa diminue en même temps que le
taux de remplissage de l'enveloppe onvexe, à l'exeption du as reux qui a un omportement
bien partiulier omme ela est expliqué plus loin.
On peut noter que dans les as de remplissage à 100%, 75% et reux, une orientation donne
un Csa à forte valeur par rapport aux autres diretions et sur l'ensemble des 6 taux de rem-
plissage. Il s'agit d'un as où le faiseau arrive perpendiulairement à une fae de l'enveloppe
onvexe ubique.
Ensuite, nous avons partiulièrement étudié le as de l'enveloppe reuse. On peut voir dans
la gure Fig. 3.15(a) la fae de l'enveloppe proposée au faiseau et donnant une valeur de Csa
maximal. La gure Fig.3.15(b) est la sphère des orientations dont la position est relative à elle de
l'agrégat dans la gure Fig. 3.15(a). De même les gures Fig. 3.15() et Fig. 3.15(d) représentent
une fae de l'agrégat donnant une valeur moins importante que dans le as préédent et la
artographie respetivement positionnée.
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(a) Position donnant un
Csa max
(b) Cartographie posi-
tionnée relativement à la
position de l'agrégat (f.
Fig. 3.15(a))
() Autre fae de l'enve-
loppe onvexe ubique
(d) Cartographie posi-
tionnée à relativement la
position de l'agrégat (f.
Fig. 3.15())
Fig. 3.15  Deux positions du même agrégat d'enveloppe onvexe ubique reuse, PVEC =
300, Rpp=15, en maille hexagonale ompate, pour le ouple optique (ZnS, HeNe), ave la
artographie de l'agrégat dans deux positions relatives à elles des agrégats. L'éhelle de ouleur
est la même que elle du tableau Fig. 3.14
La diérene de valeur de Csa dans es deux orientations n'est pas liée à l'orientation du
faiseau, ar dans les deux as, le faiseau arrive perpendiulairement à une fae du ube. Cette
diérene semble liée au fait que sous haun des deux angles, la fae est diérente à ause de la
maille hexagonale ompate.
Cette remarque fait apparaître un autre élément auquel est liée la valeur diretionnelle de Csa :
la ompaité de la struture que va renontrer le faiseau, pour des surfaes projetées d'aires
quasiment similaires, sur un même agrégat.
⋄ Etude de l'inuene de Rpp : Le tableau suivant (f. Fig.3.16) présente les artographies
d'agrégat ayant les même paramètres de onstrution (enveloppe onvexe ubique, plein, PVEC =
300, maille hexagonale ompate, ouple optique (ZnS, HeNe)), mais de Rpp diérent.
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Fig. 3.16  Cartographies des agrégats d'EC ubique, pleine, PVEC = 300, en maille hexagonale ompate, de
ouple optique (ZnS, HeNe), représentées ave la même éhelle des ouleurs
Malgré le fait qu'il s'agisse de artographie d'agrégats de même enveloppe onvexe (ubique),
les motifs visibles sur les artographies dièrent en fontion du rayon des partiules primaires.
Cela est du au fait que plus la partiule a un rayon important, moins la forme imposée de l'en-
veloppe onvexe est respetée.
De plus, on peut remarquer dans les sous-gures de Fig. 3.16 que, omme dans l'analyse pré-
édente (f. Fig.3.14 et Fig.3.15), les valeurs de Csa dièrent sur deux strutures théoriquement
identiques, renontrée par le faiseau : deux faes n'ont pas la même valeur de Csa. Comme
expliqué préédemment, ei est du à la maille sur laquelle sont onstruits les agrégats.
⋄ Conlusion : En onlusion, on peut voir que es artographies fournissent un nombre très
onséquent d'informations sur le lien entre la valeur de Csa et la géométrie de l'agrégat. On a
pu voir que ette valeur dépend de deux types de géométrie :
1. la géométrie globale de l'agrégat,
2. la géométrie loale de l'agrégat que le faiseau va renontrer dans une orientation donnée.
Sur les deux façons de onsidérer un agrégat, il a été montré, dans ette partie, que la va-
leur de Csa dépend du taux de remplissage des enveloppes, de leur forme, de leur anisotropie,
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au rayon des partiules primaires, en soit, de tous les paramètres géométriques de onstrution
(mailles...).
Nous nous sommes limités ii à une desription qualitative des artographies représentées dans e
manusrit. La représentation des Csa diretionnels en artographie est ependant une représen-
tation originale, et très rihe en information. Une analyse d'image des artographies permettrait
une aratérisation des agrégats. Etant donné l'avanement des liens entre les propriétés optiques
et géométriques des agrégats, nous avons fait le hoix d'utiliser pour l'une analyse optique des
outils plus élémentaires.
Dans la partie suivante est exposée une autre sorte d'outils pour mettre en plae l'analyse
optique : les mesures statistiques.
3.2.3.2 Outils d'analyse : aratérisation statistique
La aratérisation optique statistique des agrégats onsiste à étudier les distributions des
valeurs de Csa pour haun d'eux. Ces distributions peuvent être de plusieurs sortes :
 simples néessitant de xer une taille des lasses valable pour tous les agrégats,
 umulées,
 en barres. Il s'agit d'une distribution dans laquelle apparaissent des données de la statis-
tique : valeur maximale, minimale, médiane, moyenne, quartiles, en fontion de l'analyse
souhaitée.
⋄ Exemple de distributions simples et umulées : Dans la gure Fig. 3.17 sont montrés
des distributions simples et umulées des valeurs de Csa diretionnels, pour diérents types
d'agrégats, les valeurs de Csa étant normalisées par la valeur moyenne de Csa respetive à
haque agrégat. Cette valeur moyenne est indiquée sur haque distribution.
Nous avons hoisi de représenter les distributions de tous les agrégats d'enveloppe onvexe
pleine, onstruits sur la maille hexagonale ompate, ave Rpp=15nm, PVEC = 300 nm de ouple
optique 5ZnS, HeNe). Cela onerne 13 agrégats. Pour tous es agrégats, la taille des lasses est
la même an de pouvoir faire une omparaison. Nous avons ainsi déni 20 lasses omprises dans
l'intervalle 0.70 et 1.30 ave un pas de 0.03.
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Fig. 3.17  Superposition de la distribution simple et umulée des Csa diretionnels normalisés, pour les agrégats d'enveloppe onvexe pleine, PVEC = 300, Rpp=15,
en maille hexagonale ompate, pour le ouple optique(ZnS, HeNe)
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3.2. Etude préliminaire optique
Dans un premier temps, en onsidérant les distributions simples, plusieurs remarques peuvent
être faites. L'étalement des distributions de Csa diretionnels non-normalisés (que l'on déduit
grâe aux valeurs de Csa indiquées sur haque distribution) est très faible pour les agrégats les
plus anisotropes (k ∈ {1/20; 1/8; 8; 20}), étant donné que leur Csa moyen est faible (ompris
entre 0.05 et 0.1). L'étalement des Csa diretionnels est le plus élevé pour les agrégats ayant
une isotropie ave k ∈ {1/2; 2}) ave des Csa moyens valant 0.13 pour tous. Lorsque k = 1,
l'étalement des valeurs de Csa est également étroit.
Dans un seond temps, onsidérons les distributions umulées. On peut remarquer des simi-
larités entre ertaines en fontion du rapport d'anisotropie k. En eet, les ourbes umulées (a)
et (m) pour lesquelles k = 1/20 se ressemblent, () et (l) orrespondant à k = 1/2, (d), (j) et (k)
orrespondant à k = 1, (e) et (i) orrespondant à k = 2, et enn (g) et (h) pour lesquelles k = 20.
Par onséquent, on peut dire qu'une population d'objets identiques présentera des distributions
simples et umulées qui seront sa signature.
Cependant, es distributions imposent un hoix de la taille des lasses. Seulement, même
normalisées, les valeurs de Csa n'ont pas le même ordre de grandeur, e qui implique qu'il y
ait des distributions présentant des ruptures (omme 'est le as pour les agrégats d'enveloppe
onvexe ylindrique ave k=1/20, 1/8 et 1/2 par exemple). Cei implique le hoix omplexe d'un
ritère déterminant l'optimisation du pas de la distribution.
Par ailleurs, n'étudier que la distribution des valeurs de Csa diretionnels onduit à une perte
d'informations par rapport aux valeurs partiulières de Csa, tandis que es valeurs sont notam-
ment identiables dans le as de l'étude artographique. Par exemple, dans le as de l'agrégat
d'enveloppe onvexe ubique pleine la artographie montre 6 strutures partiulières de l'agrégat
orrespondant aux 6 faes de l'enveloppe onvexe, information qui disparaît dans une distribu-
tion. Il est alors possible de hoisir un pas onvenable, tenant ompte de ette remarque. Mais
le pas déduit ne onviendra pas forément aux autres agrégats.
An de simplier les diultés liées à la taille des lasses et des pertes d'informations liées à
l'analyse diretionnelle, une autre représentation est possible. Il s'agit des distributions en barres.
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⋄ Exemple de distributions en barres : Ces distributions permettent d'avoir des données
quantitatives et globales sur les Csa d'un agrégat en utilisant des fontions de la statistique.
Dans la gure Fig. 3.18, haque sous-gure orrespond à un type d'enveloppe onvexe. Dans
haque sous-gure, haque barre montre la distribution des valeurs de Csa diretionnels pour un
agrégat. On peut don y lire l'étalement (valeurs maximales et minimales) des Csa diretionnels,
ainsi que d'autres fontions statistiques omme les quartiles, les valeurs médianes, ou moyennes.
Dans le as de la gure Fig. 3.18 sont ahés seulement l'étalement et la valeur moyenne. En
eet, e type de représentation ne néessite pas que les valeurs soient du même ordre de grandeur
ontrairement aux distributions préédentes.
Notons que dans les distributions en barres de la gure Fig. 3.18 les valeurs de Csa dire-
tionnelles ne sont don pas normalisées.
La gure Fig. 3.18 montre que les diagrammes de répartition des valeurs révèlent diérentes
informations sur les Csa diretionnels d'un agrégat en fontion de sa géométrie. Dans un pre-
mier temps, en onsidérant uniquement la ouleur des barres, on peut voir que plus un agrégat
a une enveloppe remplie, plus le Csa est grand et l'étalement important, le as  reux  mis
à part. Le as reux a un omportement qui lui est propre : il se rapprohe du as plein quand
l'enveloppe des agrégats est anisotrope, sinon, en se ant uniquement à la ouleur, la position
des barres en bleu n'est pas liée à elle des autres barres.
Dans un seond temps, en onsidérant les marqueurs aux extrémités des barres, analysons
l'inuene de rayon des partiules primaires Rpp. On peut voir que le Csa varient peu en fon-
tion de Rpp, mais que ette variation n'est pas la même en fontion de l'enveloppe des agrégats.
Globalement, plus Rpp est grand, plus les Csa sont élevés, pour une enveloppe xée en forme
et en volume, une maille et un ouple optique. Les exeptions peuvent venir d'orientations par-
tiulières. C'est pourquoi il est intéressant de oupler l'analyse de es distributions à elle des
artographies.
On peut enn noter que, pour une enveloppe xée, l'inuene de Rpp est la même sur tous
les taux de remplissage.
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Fig. 3.18  Distributions en barres de valeurs de Csa non normalisées, pour les agrégats de PVEC = 300, en maille hexagonale ompate et pour le ouple optique
(ZnS, HeNe). Légende des ouleurs : EC pleine, EC reuse, EC remplie à 75%, EC remplie à 50%, EC remplie à 25%, EC remplie à 10%. Légende des marqueurs sur
l'étalement : ⋆ Rpp = 10 nm, + Rpp = 15 nm, × Rpp = 30 nm
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3.3. Etude préliminaire géométrique
Il est important de remarquer la diulté à faire des analogies entre haque sous-gure, et
don de faire des analogies sur les distributions en barres des Csa diretionnels en fontion de
leur géométrie. Il se peut que ette analyse soit plus intéressante sur des Csa normalisés.
Parmi es paramètres statistiques possibles, nous avons hoisi de travailler sur la valeur du
Csa moyen d'un agrégat, en tant que moyenne arithmétique des Csa diretionnels de et agré-
gat. En eet, la valeur de Csa moyen est régulièrement utilisée dans la littérature [Okada 09℄
[Jaquier 10℄ pour aratériser un agrégat, permettant une bonne disrimination des agrégats.
En outre, 'est le paramètre de diration mesuré par les appareils expérimentaux.
3.2.4 Conlusion
La onlusion de ette étude préliminaire s'artiule en diérentes parties. Tout d'abord nous
avons vu qu'une analyse sur 162 orientations hoisies uniformément autour de l'agrégat sut à
le aratériser optiquement.
Nous avons ensuite déni diérents outils permettant l'analyse optique diretionnelle des
agrégats : artographie 3D, distribution simple, umulées, en barres. Chaun de es outils sont
très rihes en formations et semble permettre une distintion entre les agrégats, et don leur a-
ratérisation optique. L'utilisation de es outils semble prometteuse et intéressante, notamment
elle des artographies par laquelle est diretement visible le lien entre optique et géométrie.
Cependant, par soui d'utiliser tout d'abord des outils élémentaires, nos travaux se foaliseront
sur le Csa moyen des agrégats, paramètre optique généralement utilisé dans la littérature, four-
nissant une signature optique élémentaire de haque agrégat.
Cette valeur de Csa moyen est obtenue en alulant la moyenne arithmétique des 162 valeurs
de Csa diretionnels, alulés sur 162 orientations du faiseau, réparties de façon régulière tout
autour de haque agrégat.
3.3 Etude préliminaire géométrique
L'étude préliminaire géométrique onsiste à séletionner les paramètres géométriques qui
seront mis en lien ave les valeurs de Csa moyen.
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3.3.1 Séletion des diérentes aratéristiques géométriques à étudier
Un grand nombre de aratéristiques géométriques sont possibles an de dénir la géométrie
d'un agrégat omme ela est visible dans la partie 2.2. Nous avons don séletionné nos paramètres
géométriques à partir de la littérature.
Ces paramètres ont été hoisis de façon à quantier, ou à partiiper à la quantiation de
deux aratéristiques géométriques des agrégats : la forme générale et la struture interne. En
eet, la littérature portant sur des analyses théoriques ou expérimentales, montre que la valeur
de Csa est dépendante de es aratéristiques.
Tout d'abord, pour aratériser la taille des agrégats, le paramètre séletionné est la surfae
projetée moyenne. Il s'agit de aluler l'aire de la surfae projetée des agrégats sur le plan ortho-
gonal respetivement à haune des 162 orientations du faiseau inident (f. partie préédente).
On en alule ensuite la moyenne arithmétique.
Ensuite, onernant la forme, les paramètres sont :
 le rapport entre l'aire des surfaes projetées minimale sur l'aire de surfae projetée maxi-
male, noté PSSP ,
 le rapport du diamètre de Féret minimal sur le diamètre de Féret maximal, noté PSFeret,
 le rapport PATI1 des oeients d'inertie :
a3·a2
a21
ave a1 > a2 > a3 (f. Annexe C),
 le rapport PATI2 des oeients d'inertie :
a23
a1·a2
ave a1 > a2 > a3 (f. AnnexeC).
Ce sont des fateurs permettant de aratériser l'anisotropie globale des agrégats. On vérie
aisément que es fateurs d'anisotropie prennent des valeurs omprises dans l'intervalle [0, 1] et
qu'ils valent 1 dans le as d'un objet sphérique.
Enn, pour la struture interne, les paramètres séletionnés sont les suivants.
 Le nombre de partiules primaires Npp.
 Le volume de matière V mat. Il est alulé en multipliant le volume d'une partiule de
rayon Rpp (valeur respetive à haque agrégat) par le nombre Npp de partiules primaires
omposant et agrégat.
V mat = Npp ·
4
3
πRpp3 (3.2)
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 La ompaité C : ratio entre le volume de matière et le volume de l'enveloppe onvexe (V ec).
C =
V mat
V ec
(3.3)
 Le voisinage V12 moyen. Pour le aluler, on onsidère le rayon néessaire à une sphère
entrée en haque partiule d'un agrégat, pour englober ses 12 plus prohes voisines. Le
voisinage V12 est le rayon moyen sur toutes les partiules omposant un agrégat.
 La distane inter-partiules DIPP moyenne. Pour l'obtenir on alule toutes les distanes
des ouples de entres de partiules primaires dans un agrégat et on en fait la moyenne.
Conernant les deux dernières aratéristiques, nous avions réalisé une étude sur leur dis-
tribution pour haque agrégat. Pour le voisinage V12, ela a permis de voir la aratérisation
spéique de la struture interne des agrégats par ette aratéristique (f. Annexe A. Pour
la distane inter-partiules moyenne, ela a fait l'objet d'un artile [Lagarrigue 10a℄, disponible
dans l'annexe B. Les deux études sont disponibles en annexes. Elles ne sont ependant pas di-
retement utilisable dans la aratérisation optio-géométrique des agrégats, étant donné que
l'analyse optique a lieu en valeur moyenne sur l'agrégat. Nous avons don hoisi d'utiliser les
valeurs moyennes du voisinage V12 et de la distane inter-partiules.
Globalement, les aratéristiques géométriques hoisies sont de trois sortes :
1. globale : volume de matière, ompaité, nombre de partiules primaires, les paramètres
d'anisotropie issus des tenseurs PATI1 et PATI2
2. diretionnelle : la surfae projetée, les intereptes (desquels sont déduits les diamètres de
Féret en dimension 3)
3. radiale (dépendant d'un rayon) : la distane inter-partiules, le voisinage V12.
Etant donné que pour la aratérisation optique, le paramètre hoisi est lui-même un para-
mètre global, nous nous sommes don ramenés à des aratéristiques globales, d'où notamment
l'utilisation de valeurs moyennes et non pas de artographies.
Nous allons étudier dans e qui va suivre les éventuels liens fontionnels existant entre les a-
ratéristiques géométriques. Nous avions tout d'abord pensé à utiliser l'analyse en omposantes
prinipales (f. Annexe C.2), mais le résultat obtenu ne permet pas d'établir des relations ana-
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lytiques entre les aratéristiques obtenues.
Nous avons alors utilisé l'information mutuelle, e qui sera exposé dans un premier temps. Nous
proèderons ensuite à une visualisation de la disposition relative des agrégats en fontion de
es aratéristiques géométriques : les paramètres d'anisotropie dans un premier temps, puis les
aratéristiques de forme et de taille dans un seond temps. Enn, une disussion sera engagée
sur les résultats obtenus.
3.3.2 Notions de théorie de l'information
Tout d'abord, nous voulons analyser la dépendane des aratéristiques géométriques, prises
deux à deux. Pour ela nous utilisons l'information mutuelle issue de la théorie de l'informations.
Les bases et le développement de la théorie de l'information ont été posés par Shannon en
1948 (f. [Shannon 48℄). Il s'agit d'une théorie probabiliste permettant de quantier le ontenu
moyen d'une distribution statistique.
Parmi les diérents onepts mathématiques développés dans ette théorie, ertains per-
mettent de mesurer la dépendane statistique entre deux ou plusieurs variables aléatoires.
L'information mutuelle, notée I, est une quantité mesurant le degré de dépendane d'un
ouple (X,Y ) de variables, au sens probabiliste.
On dit que deux variables sont indépendantes si la réalisation de l'une n'apporte auune infor-
mation sur la réalisation de l'autre. La orrélation est une mesure partiulière de la dépendane
de deux variables : il s'agit d'une dépendane monotone.
L'information mutuelle entre deux variables X et Y mesure la quantité d'information sur Y ap-
portée par la onnaissane de la variable X, par rapport à une situation où X ne serait pas
onnue, et vie-versa.
Dans le as disret, l'information mutuelle s'érit :
I(X,Y ) =
n∑
i
P (Xi, Yi) · logb
P (Xi, Yi)
P (Xi) · P (Yi)
(3.4)
L'unité de l'information est le bit. Il est égal à la quantité d'information fournie par le hoix
d'une alternative parmi deux équiprobabilités.
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La base du logarithme est arbitraire. Nous hoisirons 2.
Les propriétés de l'information mutuelle sont :
 I(X,Y ) = I(Y,X), 'est-à-dire que l'information est symétrique,
 I(X,Y ) ≤ 0 si et seulement si p(X|Y ) ≤ p(X), 'est-à-dire si et seulement si la réalisation
de Y diminue la probabilité d'ourrene de X,
 I(X,Y ) ≥ 0 si et seulement si p(X|Y ) ≥ p(X), 'est-à-dire si et seulement si la réalisation
de Y augmente la probabilité d'ourrene de X,
 I(X,Y ) = 0 si et seulement si p(X|Y ) = p(X), 'est-à-dire si et seulement si les variables
sont indépendantes.
Un as partiulier est I(X,Y ) = 1. Alors les variables sont orrélées.
Remarque : L'information mutuelle orrespond à la distane KL de Kullbak-Leibler (f.
[Kullbak 51℄ [Kullbak 97℄) entre la loi jointe et le produit des distributions marginales de X et
Y, 'est-à-dire :
I(X,Y ) = KL(P (X,Y ), P (X) · P (Y )) (3.5)
3.3.3 Etude préliminaire des paramètres d'anisotropie
Dans un premier temps, l'analyse de dépendane est faite sur les paramètres d'anisotropie
PATI1 , PATI2 , PASP , PAFeret, sur tous les agrégats, indiéremment de leur matériau de onsti-
tution : dans ette partie nous nous intéressons seulement à la géométrie des agrégats, don les
veteurs sont don onstitués de 1321 éléments.
3.3.3.1 Informations mutuelles entre les paramètres d'anisotropie
Nous avons hoisi d'analyser les informations mutuelles sur les log10 des valeurs des para-
mètres d'anisotropie plutt que sur les valeurs elles-mêmes. En eet, nous obtenons globalement
des informations mutuelles ampliées ave les log10. Le lien fontionnel pouvant être omplexe,
l'utilisation des log10 permet de monter d'un ran de l'étude de la omplexité dépendane des
paramètres.
Le tableau Tab. 3.2 synthétise don les informations mutuelles entre haque ouple de para-
mètres d'anisotropie, dont les valeurs sont passées en log10.
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P
P
P
P
P
P
P
P
log10
log10
PATI1 PATI2 PASP PAFeret
PATI1 1 0.48 0.40 0.51
PATI2 0.48 1 0.38 0.62
PASP 0.40 0.38 1 0.51
PAFeret 0.51 0.62 0.51 1
Tab. 3.2  Synthèse des informations mutuelles
Comme nous pouvons le onstater dans le tableau Tab. 3.2, les valeurs sont omprises dans
le domaine 0.38 et 0.62. Les paramètre d'anisotropie les plus liés sont PATI2 et PAFeret. Les
moins dépendants sont PASP et PATI2 .
Il n'est ependant pas aisé de onlure diretement sur la dépendane des paramètres. La par-
tie suivante onerne la représentation des agrégats en fontion de haque ouple de paramètres
d'anisotropie. Cette représentation permet de reherher un lien fontionnel entre les paramètres,
à partir des distributions de points.
3.3.3.2 Représentations onjointes des paramètres d'anisotropie
Les gures suivantes Fig. 3.19 et Fig. 3.20 représentent haque agrégat en fontion de haque
ouple de paramètres d'anisotropie.
Dans es gures, haque agrégat est positionné par un marqueur  · . Les absisses et les
ordonnées sont les valeurs d'anisotropie de l'agrégat pour deux paramètres géométriques dié-
rents respetivement. La ouleur des marqueurs est une troisième dimension aratérisant un
paramètre géométrique de onstrution de l'agrégat respetivement, en l'ourrene : le taux de
remplissage, le rapport d'aspet et la forme de l'enveloppe onvexe.
La représentation ave les autres paramètres de onstrution n'est pas néessaire. En eet,
nous avons vérié que les paramètres d'anisotropie ne dépendent pas du ouple optique, de Rpp,
de PVEC et de la maille des agrégats. La troisième dimension orrespondra don tour à tour au
taux de remplissage, au rapport d'aspet K, et à la forme de l'enveloppe onvexe.
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Fig. 3.19  Représentation onjointe des log10 des paramètres d'anisotropie pris deux à deux,
suivant le taux de remplissage (première olonne), K (deuxième olonne), la forme EC (troisième
olonne) (1)
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Fig. 3.20  Représentation onjointe des log10 des paramètres d'anisotropie pris deux à deux,
suivant le taux de remplissage (première olonne), K (deuxième olonne), la forme EC (troisième
olonne) (2)
Les gures Fig. 3.19 et Fig. 3.20 onrment les interprétations des informations mutuelles,
à savoir qu'il n'y a pas de lien fontionnel immédiat et évident entre les paramètres d'anisotropie.
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⋄ Desription de la partiularité de haque paramètre d'anisotropie individuelle-
ment : Dans le but d'analyser les aratéristiques de haque paramètre d'anisotropie, nous
onsidérons la projetion des marqueurs sur l'axe portant le paramètre d'anisotropie à aratéri-
ser. Les projetions elles-mêmes ne sont pas montrées à ause de la superposition des points qu'il
y aura par onséquent, et don la diulté de visualiser et d'interpréter le graphique obtenu :
les gures onjointes permettent une meilleure visualisation.
Le rapport des diamètres de Féret est un paramètre d'anisotropie ne tenant pas ompte
de l'allongement ou de l'aplatissement de l'agrégat. Cela est inhérent à sa formule, mais est
visible notamment dans la gure Fig. 3.20(h). En eet, en projetant les marqueurs sur l'axe des
ordonnées des log10 de PAFeret, on peut voir que les marqueurs restent regroupés en fontion
de leur ouleur du rapport d'aspet K, indiéremment de l'allongement ou de l'aplatissement de
l'agrégat, don indiéremment du rapport d'anisotropie k ∈ {1/20; 1/8; 1/2; 1; 2; 8; 20}.
Au ontraire, les trois autres paramètres d'anisotropie tiennent ompte du rapport d'aniso-
tropie k, mais de façon diérente :
 Pour K xé, PATI1 prendra des valeurs plus importantes pour les agrégats de forme aplatie
que pour les agrégats de forme allongée omme on peut le voir dans les gures Fig. 3.19(e)
et Fig. 3.19(f).
 Au ontraire pour PATI2 , les valeurs sont plus importantes lorsque l'agrégat est de forme
allongée plutt que aplatie (f. Fig. 3.20(b) et Fig. 3.20()).
 Quant au paramètre PASP , pour K xé, on ne pourra faire auune onlusion. Cepen-
dant, on remarquera que pour k xé ('est-à-dire K et l'allongement ou l'aplatissement de
l'enveloppe de l'agrégat), e paramètre diérenie les taux de remplissage des enveloppes
onvexes des agrégats (f. Fig. 3.20(g), Fig. 3.20(h) et Fig. 3.20(i)).
⋄ Desription onjointe des graphiques : On peut voir ependant sur les gures que les
agrégats sont disposés de façon partiulière. En eet, les marqueurs sont disposés en dénissant
un angle fermé (obtus). Au sommet de et angle se regroupent les agrégats les plus isotropes.
Cei est visible sur les gures Fig. 3.19(b), Fig. 3.19(e), Fig. 3.19(h), Fig. 3.20(b), Fig. 3.20(e),
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Fig.3.20(h), sur lesquelles, en rouge, on peut voir les agrégats pour lesquels K=1. Plus on s'éloigne
de l'angle et plus le rapport d'aspet augmente.
On peut remarquer sur la gure Fig.3.19(e) que ette éloignement n'est pas onstant en fontion
de K, ar le paramètre d'anisotropie PATI1 gère diéremment les agrégats aplatis et les agrégats
allongés : les agrégats pour lesquels k < 1 et eux pour lesquels k > 1 prennent des valeurs de
PATI1 qui n'évoluent pas pareillement en fontion de l'anisotropie. Cei révèle une des spéii-
tés de e paramètre d'anisotropie.
D'ailleurs, en dehors de l'angle, les agrégats se disposent de deux façons diérentes.
1. La première disposition est le long des arrêtes de l'angle à quelques exeptions près. La dis-
position donne en réalité deux demi-droites anes le long desquels sont plaés les agrégats :
le long d'une des demi-droites sont plaés les agrégats allongés et le long de la seonde se
trouvent les agrégats aplatis (gures Fig. 3.19(), Fig. 3.20(f) et Fig. 3.19(i)).
Cette disposition onerne les ouples de paramètres géométriques formés par PATI1 ,
PATI2 et PAFeret.
2. La seonde disposition, pour laquelle nous sommes moins atégoriques, est sur toute la
surfae omprise entre les deux demi-droites délimitant l'angle. Sur une des demi-droites
se trouvent les agrégats d'enveloppe onvexe le plus faiblement remplie, soit 10%. Sur la
seonde demi-droite se trouvent les agrégats d'enveloppe onvexe pleine ou reuse. Entre
les deux, les agrégats sont disposés en fontion du taux de remplissage de leur enveloppe
onvexe.
Cette disposition onerne les ouples de paramètres d'anisotropie omprenant PASP . Elle
est illustrée par les gures Fig. 3.19(d), Fig. 3.20(a) et Fig. 3.20(g).
De toutes es remarques, on déduit que les ouples formés par les paramètres d'anisotropie
n'ont pas un lien fontionnel analytique évident sur la globalité des agrégats. Cei est visible
tout d'abord par les valeurs des informations mutuelles obtenues. D'autre part, ei est onrmé
par les gures Fig. 3.19 et Fig. 3.20 de l'analyse onjointe des log10 des paramètres d'anisotropie,
pris deux à deux.
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3.3.3.3 Reherhe d'un lien
Cependant, les mêmes gures montrent qu'entre les log10 de ertains paramètres (PATI1 ,
PATI2 et PAFeret), il existe un lien ane sur un sous-ensemble des agrégats, du type :log10(PAi) =
αlog10(PAj) + β.
Il semble don qu'il existe un lien polynomial entre leurs valeurs réelles, du type :
PAi = 10
β · PAαj (3.6)
Ce lien ane pour des sous-ensemble des agrégats est visible notamment sur l'analyse onjointe
(PATI1, PATI2) (f. Fig.3.19(a), Fig.3.19(b) et Fig.3.19())et (PATI1, PAFeret) (f. Fig.3.19(g),
Fig. 3.19(h) et Fig. 3.19(i)).
D'après les remarques de la partie 3.3.3.2, les oeients α et β dépendent de la tendane de
l'anisotropie de l'agrégat omme nous allons le préiser dans ette partie.
Tout d'abord notons que la préision de la disposition des agrégats en  angle fermé , expli-
itée dans la partie suivante, peut être améliorée en ne onsidérant que les agrégats onstitués
d'un nombre de partiules primaires (Npp) assez onséquent pour que son anisotropie puisse être
qualiée de plate ou allongée. On hoisit arbitrairement e nombre minimum de partiules égal
à 5. Les gures alors obtenues sont les suivantes (f. Fig. 3.21) : haque sous-gure orrespond
à ouple de paramètres d'anisotropie, ave pour légende ouleur soit la forme de l'enveloppe
onvexe, soit le taux de remplissage, en fontion des remarques de la partie préédente (partie
3.3.3.2) :
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Fig. 3.21  Représentations onjointes des log10 des paramètres d'anisotropie tels que
Npp(Agi) > 50, suivant le taux de remplissage (première ligne), ou la forme de l'enveloppe
onvexe (seonde ligne)
On peut voir que la préision de la disposition des agrégats en angle fermé est nettement
améliorée après élimination des agrégats omposés d'un nombre faible de partiules primaires.
Pour les gures Fig. 3.21(d), Fig. 3.21(e) et Fig. 3.21(f), sont indiquées les équations des droites
d'interpolations pour les agrégats de forme allongée ou aplatie respetivement.
De l'étude i-dessus, on en déduit don, entre les paramètres d'anisotropie PATI1 , PATI2 et
PAFeret, les relations suivantes sur le modèle de l'équation Eq. 3.6, pour les agrégats onstitués
de plus de 50 partiules primaires :
 pour les agrégats de forme allongée :
PAFeret = 10
−0.06 · (PATI2)
0.89 ± 11.55%
PAFeret = 10
−0.08 · (PATI1)
0.47 ± 10.7%
PATI2 = 10
−0.03 · (PATI1)
0.53 ± 8.7% (3.7)
 pour les agrégats de forme aplatie :
PAFeret = 10
−0.09 · (PATI2)
0.50 ± 15%
PAFeret = 10
−0.06 · (PA0.99TI1 )± 15.6%
PATI2 = 10
0.07 · (PATI1)
2.01 ± 9% (3.8)
On dénit l'erreur E en pourentage de la façon suivante :
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E =
1
N
N∑
k=1
∣∣PAj(k) − 10β · PAi(k)α∣∣
PAj(k)
(3.9)
tel que PAj = 10
β · (PAi)α et N soit le nombre d'agrégats onsidérés.
Il ne semble pas exister de lien analytique entre PASP et les autres paramètres d'anisotropie
onsidérés, même sur un sous-éhantillon de l'ensemble des agrégats et même en s'aidant des
représentations onjointes.
On peut déduire des équations Eq. 3.7 les relations suivantes entre les agrégats de forme
allongée :
PAFeret = (PATI2)± 16.4% (3.10)
PAFeret = sqrtPATI1 ± 16% (3.11)
PATI2 = sqrtPATI1 ± 18% (3.12)
Pour les agrégats de forme aplatie, on peut déduire des équations Eq. 3.8, les relations sui-
vantes :
PAFeret = sqrtPATI2 ± 25.3% (3.13)
PAFeret = PATI1 ± 20% (3.14)
PATI2 = (PATI1)
2 ± 13% (3.15)
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3.3.4 Etude préliminaire des aratéristiques de taille et forme
Dans ette étude nous onnaissons à priori les relations suivantes entre les aratéristiques
géométriques :
C =
V mat
V ec
V mat = Npp ·
4
3
πRpp3 (3.16)
De même que pour les paramètres d'anisotropie, une étude préalable montre qu'en travaillant
sur les log10 des aratéristiques géométriques, nous obtenons des informations mutuelles plus
élevées qu'en travaillant sur les valeurs d'origine. Dans ette partie dans laquelle nous reher-
hons les liens éventuels entre les aratéristiques géométriques, nous nous intéresserons don
aux log10 des aratéristiques ar un niveau supérieur de lien fontionnel y est détenu.
Dans un premier temps, nous étudierons le lien entre elles au moyen des informations mu-
tuelles. Ensuite, nous approfondirons e lien par des représentations onjointes des aratéris-
tiques géométriques. Nous présenterons uniquement les représentations onjointes les plus inté-
ressantes.
3.3.4.1 Informations mutuelles entre les aratéristiques géométriques
Les valeurs des informations mutuelles pour les log10 des aratéristiques géométriques de
taille et forme, pour l'ensemble des agrégats sont reportées dans le tableau Tab. 3.3 :
P
P
P
P
P
P
P
P
log10
log10
V mat DIPP C SP V 12 Npp
V mat 1,00 0,06 0,10 0,39 0,03 0,20
DIPP 0,06 1,00 0,00 0,16 0,01 0,02
C 0,10 0,00 1,00 0,01 0,07 0,03
SP 0,39 0 ,16 0,01 1,00 0,00 0,17
V 12 0,03 0,01 0,07 0,00 1,00 0,13
Npp 0,20 0,02 0,03 0,17 0,13 1,00
Tab. 3.3  Synthèse des informations mutuelles
Comme on peut le voir dans le tableau Tab. 3.3, même si l'étude des log10 des aratéris-
tiques est plus intéressante et prometteuse que sur les valeurs d'origine, quant au lien que l'on
peut établir entre les aratéristiques, on peut noter du moins que les valeurs des informations
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mutuelles restent plus basses que elles du tableau Tab. 3.2 .
Les ouples présentant les valeurs les plus élevées sont :
(V mat;SP ), (V mat;Npp), (SP ;Npp) et (SP ;DIPP ).
3.3.4.2 Représentations onjointes des aratéristiques géométriques
La gure Fig. 3.22 présente les distributions des ouples de aratéristiques étant reliées par
une relation onnue (f. Eq. 3.16). La gure Fig. 3.23 présente les distributions des ouples pré-
sentant les informations mutuelles les plus élevées.
Dans les deux as, il s'agit d'une représentation en dimension 3, dont deux axes montrent les
log10 du ouple de paramètres onsidérés et le troisième (ouleur des marqueurs) montre les
variations d'un paramètre de onstrution. Dans ette partie, nous onsidérerons quatre para-
mètres de onstrution : le taux de remplissage, le rapport d'aspet, PVEC et Rpp. En eet,
une étude préalable a montré que la forme de l'EC et le ouple optique n'apporte rien de plus
intéressant. Ces quatre paramètres de onstrution pour haque ouple de aratéristiques géo-
métriques orrespondent, sur la gureFig. 3.23, à quatre gures disposées en ligne, et don une
ligne orrespond aux quatre graphiques d'un même ouple.
Tout d'abord, nous montrerons les ouples de aratéristiques géométriques pour lesquels un
lien analytique est onnu. Puis, nous montrerons les ouples orrespondant aux quatre ouples
ayant la plus grande information mutuelle (f. Tab. 3.3).
⋄ Représentations onjointes des ouples pour lesquels une relation analytique est
onnue Les sous-gures de la gure Fig. 3.22 représentent don les ouples (Vmat, Npp) et
(Vmat, C) pour lesquels les relations sont onnues (f. Eq. 3.16).
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Fig. 3.22  Représentations onjointes des log10 des paramètres de taille et forme
Il est intéressant de remarquer que, malgré le lien fontionnel entre la ompaité et le volume
de matière, les gures Fig. 3.22(f), Fig. 3.22(g) et Fig. 3.22(h) ne semblent pas le faire paraître :
les agrégats ne sont pas ordonnés de façon à e qu'on puisse déduire l'existene d'une relation,
ontrairement aux gures Fig. 3.22(a), Fig. 3.22(b) et Fig. 3.22() dans lesquelles le lien transpa-
raît dans ette représentation en log10-log10.
Cette remarque permet de mettre en évidene les limitations de l'interprétation de représen-
tation onjointe des aratéristiques géométriques.
⋄ Représentations onjointes des quatre ouples ayant les informations mutuelles les
plus importantes Le ouple (V mat;Npp) ayant déjà été représenté (Fig. 3.22(a), Fig. 3.22(b)
et Fig. 3.22()) la gure Fig. 3.18(m) représente uniquement les ouples (V mat;SP ), (SP ;Npp)
et (SP ;DIPP ).
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Fig. 3.23  Représentations onjointes des log10 des paramètres de taille et forme ayant les plus
fortes informations mutuelles
Nous avons observé sur les sous-gures de la gure Fig. 3.23 diérents éléments.
Tout d'abord, que la disposition des agrégats en fontion de haun de es ouples est globa-
lement alignée le long d'une droite. Cei est valable à Rpp xé pour les ouples (V mat, SP )
et (SP ,Npp) omme on peut le voir sur les deux premières lignes de sous-gures de la gure
Fig. 3.23. Pour le ouple (DIPP , SP ), ei est essentiellement valable pour les agrégats d'enve-
loppe onvexe isotrope.
Il n'est ependant pas diret de faire des dédutions sur un lien analytique pour haun de
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es trois ouples. Conernant les quatre ouples ayant les plus fortes informations mutuelles, la
seule équation dont on peut être sûr est déjà onnue : il s'agit de elle reliant V mat et Npp.
3.3.5 Conlusion et disussion sur l'étude préliminaire géométrique
Dans ette partie, nous avons déni une liste de aratéristiques géométriques pour dérire
géométriquement nos agrégats dans leur ensemble. Un grand nombre de aratéristiques sont
possibles omme ela est visible par l'état de l'art (non exhaustif) fait dans le hapitre 2. Les
aratéristiques que nous avons hoisies l'ont été par rapport à la littérature sur l'analyse géo-
métrique des agrégats.
Nous avons herhé à dérire individuellement, puis deux à deux, es aratéristiques. Pour
étudier le lien éventuel entre les diérentes aratéristiques, nous avions tout d'abord utilisé
l'analyse en omposante prinipale, mais l'inonvénient est que le résultat obtenu est diile-
ment interprétable en fontion des axes obtenus.
Nous avons don herhé un lien fontionnel au moyen des informations mutuelles. Puis nous
avons mis en lien les informations mutuelles ave une visualisation des ouples pris deux à deux.
Nous avons hoisi de travailler sur les informations mutuelles des log10 des aratéristiques géo-
métriques ar ainsi les informations mutuelles étaient plus élevées que pour les valeurs normales,
induisant l'existene d'un lien plus onsistant pour les log10.
Il s'avère que, même ave les log10, à partir des informations mutuelles, il est diile de
remonter à des relations analytiques. En eet, les informations mutuelles permettent d'étudier
si un ouple de aratéristiques est plus lié qu'un autre. Cependant, elles ne permettent pas de
dénir de façon analytique quel est e lien. An de pallier à ette limite, nous avons hoisi de
représenter onjointement les aratéristiques an de voir si les liens étaient dénissables par e
moyen. Il s'avère que, hormis lorsqu'il y a un lien de orrélation, la représentation onjointe n'est
pas un outil onluant pour seonder l'analyse mutuelle.
Conernant les paramètres d'anisotropie, nous ne sommes par parvenus à établir des relations
entre eux sur l'ensemble des agrégats. Cependant, nous en avons établis sur des sous-ensembles
d'agrégats, en fontion de l'anisotropie des enveloppes onvexes (f. partie 3.3.3).
Suite à ette étude préliminaire, nous onserverons don l'ensemble de es aratéristiques
géométriques an d'en faire le lien ave le Csa moyen des agrégats.
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Dans e hapitre a été dérit, dans un premier temps, le proédé de onstrution des agrégats
ainsi que les hoix des paramètres géométriques de onstrution. Nous avons également déni le
ontexte optique dans lequel sont onsidérés les agrégats. Ces hoix ont été faits en lien ave la
problématique posée.
Dans un seond temps, une étude préliminaire optio-géométrique a permis de dénir et préi-
ser le adre de l'étude. Nous avons déni des outils pour aratériser des Csa diretionnels. Tout
d'abord, les artographies 3D permettent notamment de visualiser diretement le lien entre la
géométrie des agrégats et les valeurs de Csa diretionnels. Un travail analytique reste ependant
à faire an de déterminer es liens. Une aratérisation spéique peut émaner grâe à et outil,
en le omplétant par une analyse d'image 3D. Ensuite, nous avons déni des outils statistiques au
moyen de diérentes distributions. En partiulier, sur les distributions umulées, il est possible
de dénir une signature des agrégats en étudiant l'allure de la ourbe. Les distributions simples
sont intéressantes également ar elles permettent de voir omment se répartissent les valeurs de
Csa diretionnel de haque agrégat. Enn, les distributions en barres présentent l'avantage de
omparer les distributions des valeurs de Csa diretionnels en faisant apparaître des mesures
statistiques spéiques omme la valeur moyenne, la valeur médiane, et.
Nous avons hoisi d'utiliser une mesure élémentaire pour aratériser optiquement les agrégats :
il s'agit de la valeur moyenne des Csa diretionnels. En eet, il s'avère que ette mesure est assez
représentative de haque agrégat, d'autant plus que 'est la grandeur mesurée par les appareils
expérimentaux.
Lors de l'étude préliminaire géométrique, nous avons déni un ensemble de aratéristiques
géométriques des agrégats parmi toutes les aratéristiques possibles. Une analyse a été faite
pour les tester sur l'éhantillon xé d'agrégats. D'une part, elle-i avait pour but d'analyser les
spéiités. D'autre part, elle avait pour but de trouver les liens potentiels entre elles prises deux
à deux. Pour ela diérents outils ont été utilisés. Nous nous sommes orientés sur l'utilisation
des informations mutuelles. L'information mutuelle est ependant une donnée relative : elle per-
met de savoir si des aratéristiques sont plus liées entre elles que d'autres. Cependant, elle ne
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permet pas de dénir la nature de ette dépendane. C'est pourquoi nous l'avons omplétée par
des représentations onjointes des aratéristiques. Cei n'a ependant pas permis d'aboutir à
des relations analytiques entre les aratéristiques, sur la globalité de l'agrégat. Des relations ont
pu être établies entre les paramètres d'anisotropie, en fontion de l'anisotropie des agrégats.
Suite à ette analyse, nous avons hoisi de onserver la totalité des aratéristiques hoisies an
de les mettre en lien ave la valeur de Csa moyen des agrégats.
Dans la partie suivante seront montrées les variations du Csa moyen de haque agrégat
et en fontion des variations de leur géométrie, 'est-à-dire, des variations des paramètres de
onstrution et des aratéristiques géométriques. Cei a pour but, à terme, d'établir des relations
homogènes.
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Chapitre 4
Etude de l'inuene de la géométrie sur
la valeur de Csa moyen
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Le hapitre préédent a permis d'établir la séletion de paramètres géométriques suseptibles
d'inuener les valeurs des Csa moyen, qu'il s'agisse de paramètres de onstrution géométriques
(exemple : forme des EC, Rpp, PVEC) ou optiques (exemple : longueur d'onde, indie de réfra-
tion du matériau), xés pour l'élaboration des agrégats, ou bien de aratéristiques géométriques
(exemple : volume de matière...), issus des paramètres de onstrution xés. Dans e hapitre,
seront étudiées les variations des valeurs de Csa en fontion des variations des deux types de
paramètres géométriques.
Dans un premier temps, une étude sera faite par rapport aux paramètres de onstrution. Celle-i
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est menée au moyen de représentations onjointes de Csa d'agrégats ayant les mêmes paramètres
de onstrution, exepté un dont on analysera l'inuene. En faisant varier uniquement e der-
nier, on analyse l'évolution du Csa moyen des agrégats. Une distribution de points sera alors
obtenue et étudiée.
Dans un seond temps, une étude sera faite par rapport aux aratéristiques géométriques, où
haque agrégat est représenté en fontion de la valeur de la aratéristique géométrique étudiée
et du Csa moyen de l'agrégat, permettant de représenter tous les agrégats sur un graphique.
Ce graphique sera en dimension 3 ar la ouleur des points sur les graphiques sera fontion des
paramètres de onstrution, géométriques ou optiques. Nous étudierons alors l'allure générale de
la distribution obtenue.
Les deux types de représentation graphique de e hapitre sont adaptés au fait que les para-
mètres de onstrution varient sur un nombre restreint de possibilités (5 maximum), e qui n'est
pas le as pour les aratéristiques géométriques.
Il est important de noter que, dans les deux as, les valeurs des Csa et des paramètres
géométriques sont en log10. Ce hoix est motivé par plusieurs raisons. La première est que les
variations de Csa sont très grandes (plusieurs ordres de grandeur) à ause de l'éhantillon hoisi.
La seonde raison est que, dans la littérature, il est fréquent d'observer que le Csa s'exprime en
fontion des paramètres géométriques par des lois de puissanes (f. [Hulst 81℄ [Jaquier 06a℄).
Nous avons don hoisi de reherher une loi de type puissane reliant le Csa et les paramètres
géométriques, 'est-à-dire, pour haque agrégat, une relation de type :
Csca ∝
∏
j
(PGj)
αj
(4.1)
où PGj sont les paramètres géométriques des agrégats, αj des réels
4.1 Reherhe de l'inuene des paramètres de onstrution (xés)
sur les valeurs de Csa moyen
Comme expliqué préédemment, ette partie a pour but d'étudier les variations du Csa
moyen des agrégats en fontion de la variation des paramètres de onstrution PCi. On onsi-
dère des agrégats ayant les mêmes paramètres de onstrution PCj , à l'exeption d'un seul (PCi),
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qui prendra les valeurs PV
(u)
i ou PC
(v)
i , ave u 6= v. Pour ela, seront eetués des graphiques
onjoints des log10 des valeurs de Csa moyen d'agrégats ayant des paramètres de onstrution
identiques, exepté un, PCi, qui est elui dont on veut étudier l'inuene pour deux possibilités
(PC
(u)
i vs. PC
(v)
i ). Les axes des distributions onjointes seront don : le Csa moyen de l'agrégat
sahant que le paramètre de onstrution PCi vaut PC
(u)
i et le Csa moyen de l'agrégat sahant
que le paramètre de onstrution PCi vaut PC
(v)
i . Les axes s'érivent don de façon formelle :
Csca
Xu
|PCi = PC
(u)
i et Csca
Xu
|PCi = PC
(v)
i , ave u 6= v.
Nous voulons déduire deux analyses des distributions de points obtenues. La première est
l'analyse de la position générale des points par rapport à la droite d'équation y=x. Cette po-
sition générale nous permettra de savoir entre PC
(u)
i et PC
(v)
i lequel fournit la valeur de Csa
moyen la plus élevée. Une fois que l'on a étudié tous les ouples (u, v) possibles, on pourra tirer
des onlusions sur les variations de la valeur de Csa moyen en fontion de elles du paramètre
PCi.
La seonde analyse onsiste à trouver des relations fontionnelles reliant Csca
Xu
|PCi =
PC
(u)
i et Csca
Xu
|PCi = PC
(v)
i , ave u 6= v, en tenant ompte du fait que les distributions sont
faites en log10-log10 :
Csca(PC1, . . . , PC
(u)
i , . . . , PCn) = F (Csca(PC1, . . . , PC
(v)
i , . . . , PCn)) (4.2)
Rappelons que les notations utilisées dans ette partie sont les suivantes :
 Agi et le i-ème agrégat,
 les mailles (M) : CFC pour ubique fae entrée, HC pour hexagonale ompate, CS pour
ubique simple (∅),
 le taux de remplissage TR (%),
 le rapport d'aspet K (∅),
 le rapport d'anisotropie k (∅),
 la forme de l'enveloppe onvexe EC (∅),
 le rayon des partiules primaires Rpp (nm),
 le nombre de partiules primaires omposant un agrégat Npp,
 le paramètre volumique de l'enveloppe onvexe PVEC (nm),
 la longueur d'onde λ (nm),
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 l'indie de réfration du matériau np (∅).
Nous allons tout d'abord étudier les variations du Csa moyen des agrégats en fontion des
variations de la maille sur laquelle sont onstruits les agrégats.
4.1.1 Inuene de la maille
Dans ette partie est étudiée l'inuene de la maille sur les agrégats, an de mettre en évi-
dene les liens qui peuvent exister entre elles, s'il y a lieu.
Les gures suivantes Fig. 4.1(a), Fig. 4.1(b) et Fig. 4.1() montrent les résultats de l'analyse
onjointe en fontion de haque ouple de maille (Mu,Mv) parmi {CS;CFC;HC}, pour lesquels
on veut étudier les variations du Csa moyen. Ainsi que ela a été expliqué préédemment, haque
point permet de relier les deux Csa moyens de deux agrégats ayant tous les paramètres de
onstrution autres que la maille, identiques.
Les gures suivantes dépendent du ouple de maille à omparer.
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Fig. 4.1  Analyse onjointe de l'inuene de la maille
La ourbe d'interpolation appropriée est une droite (en bleu sur les gures) d'équation y =
a ·x+ b. La représentation étant en log10 en absisse et en ordonnée, ette droite d'interpolation
s'érit en réalité sous la forme :
log10(Y ) = a · log10(X) + b (4.3)
où (X, Y ) désigne des ouples (Csca
Xu
(Agi)|M =Mi, Csca
Xu
(Agj)|M =Mj)
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4.1. Reherhe de l'inuene des paramètres de onstrution (xés) sur les valeurs
de Csa moyen
La relation existant entre les Csa moyens d'agrégats onstruits sur deux mailles diérentes
quelles qu'elles soient, est don de type :
Y = 10b ·Xa (4.4)
Dans le tableau suivant (Tab. 4.1) sont reportés les paramètres des droites d'interpolations
obtenues (en bleu sur les gures), par la méthode des moindres arrés. Une erreur moyenne et
normalisée E est alulée entre les points et la ourbe d'interpolation, suivant l'équation Eq.4.5 :
E =
1
N
N∑
i=1
|Yi − 10b ·Xai |
Yi
(4.5)
N étant le nombre d'agrégats onsidérés, Y = {Yi} et X = {Xi}.
E est la moyenne des modules des éarts normalisés.
On remarquera que des ouples d'agrégats ayant une faible valeur de Csa moyen peuvent
faire augmenter E de manière très importante. Mais e biais sera résolu en eetuant l'analyse
sur deux groupes d'agrégats : un premier groupe formé de tous les agrégats. Un seond groupe
formé par les agrégats dont le nombre de partiules primaires, Npp, est supérieur à 13. Le rai-
sonnement se fait par ouples.
De même il est possible de dénir un éart-type sur les modules des éarts normalisés. Notons
Z =
|Yi−10b·Xai |
Yi
, l'éart-type S est déni de la façon suivante :
S(Z) =
(
1
n
n∑
i=1
(Zi − Z)
2
) 1
2
(4.6)
Ces deux oeients, moyenne et éart-type, des éarts normalisés, apparaissent dans le ta-
bleau Tab. 4.1 an de juger de la qualité de l'interpolation d'une éventuelle orrélation entre les
mailles.
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4.1. Reherhe de l'inuene des paramètres de onstrution (xés) sur les valeurs
de Csa moyen
X vs. Y Y = 10b ·Xa, Moyenne Eart-type
(a, b) : des éarts des éarts
CS vs. CFC (0.92, -0.36) 51.7% 2.41
CS. vs. HC (0.92, -0.35) 50.2% 2.4
CFC vs. HC (0.99, 0.00 ) 5.2% 0.076
Tab. 4.1  Synthèse des données de l'analyse onjointe pour évaluer l'inuene de la maille
Sur les gures Fig. 4.1(a) et Fig. 4.1(b) la maille CS est déorrélée des deux autres mailles
CFC et HC. En eet, omme on peut le voir dans le tableau Tab. 4.1, l'erreur moyenne est très
importante dans les deux as (CS vs. CFC et CS vs. HC), ainsi que l'éart-type. Les dédutions
sur l'inuene de la maille CS et par rapport aux deux autres mailles, sur les valeurs de Csa
moyens, ne sont don pas immédiates. Il semble que ette maille se omporte indépendamment
des deux autres.
En revanhe, la gure Fig. 4.1() et les valeurs onernant CFC vs. HC dans Tab. 4.1 montrent
que l'inuene des mailles HC et CFC est identique à 5.2% près e qui montre une très forte
dépendane en leur Csa moyen.
Les agrégats pour lesquels les valeurs de Csa moyen sont les plus diérentes (les points les
plus éloignés de la droite d'interpolation) onernent des ouples d'agrégats dont au moins un est
onstitué d'un nombre très faible de partiules primaires. En eet, les gures suivantes Fig.4.2(a),
Fig. 4.2(b) et Fig. 4.2() montrent les mêmes distributions que elles représentées préédemment
(Fig. 4.1(a), Fig. 4.1(b) et Fig. 4.1()), mais desquelles sont tés les ouples d'agrégats dont au
moins un est onstitué de moins de 13 partiules. Nous sommes ontraints garder uniquement
les ouples pour lesquels les deux agrégats sont onstitués de plus de 13 partiules primaires,
ar dans notre représentation, les ouples fontionnent par paires : ils sont géométriquement
identiques à l'exeption d'un paramètre, et don si l'un des agrégats ne onvient pas, le ouple
n'est pas étudié. On passe ainsi de l'étude de 3720 agrégats à 2397
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4.1. Reherhe de l'inuene des paramètres de onstrution (xés) sur les valeurs
de Csa moyen
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Fig. 4.2  Analyse onjointe de l'inuene des mailles pour des ouples d'agrégats tels que
Npp > 13
Pour es nouvelles distributions (Fig. 4.2(a), Fig. 4.2(b) et Fig. 4.2()), les valeurs moyennes
des erreurs sont synthétisées dans le tableau suivant Tab. 4.2.
X vs. Y Y = 10b ·Xa, Moyenne Eart-type
(a, b) : des éarts des éarts
CS vs. CFC (0.95, -0.30) 28.7% 0.22
CS. vs. HC (0.95, -0.30) 28.1% 0.21
CFC vs. HC ( 1, -0.001) 4% 0.058
Tab. 4.2  Synthèse des données de l'analyse onjointe pour évaluer l'inuene de la maille pour
des ouples d'agrégats ayant Npp > 13
A travers les données du tableau Tab. 4.2 on peut noter une diminution des moments des
erreurs pour l'analyse onjointe entre les mailles CFC et HC.
En revanhe, l'appliation de e seuil minimal sur le nombre de partiules primaires n'a pas
une grande inuene dans l'analyse onjointe des mailles HC vs. CS et CFC vs. CS.
Le hoix de e seuil minimal à 13 pour Npp vient du fait que, dans l'étude, e même seuil sera
appliqué pour l'étude du voisinage V12 néessitant au minimum 13 partiules dans un agrégat.
Une seonde raison est qu'un agrégat, lorsqu'il est omposé d'un nombre très faible de partiules,
n'est pas représentatif d'une géométrie (en partiulier vis-à-vis de l'enveloppe onvexe). Cette
partie 4.1 ontinuera à onsidérer leur as, mais ensuite (à partir du paragraphe 4.2) nous traite-
rons le même éhantillon d'agrégats privé de eux onstitués de moins de 13 partiules primaires.
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4.1. Reherhe de l'inuene des paramètres de onstrution (xés) sur les valeurs
de Csa moyen
Une expliation justiant une déorrélation entre la maille CS et les mailles HC et CFC vient
du fait que la maille CS a une ompaité beauoup plus faible que les deux autres. En eet, la
ompaité vaut 0.52 pour la maille CS et 0.74 pour les mailles CFC et HC. De e fait, pour des
paramètres de onstrution xés à l'exeption de la maille, le nombre de partiules primaires
dière d'une maille à l'autre.
Les gures suivantes Fig.4.3(a) Fig.4.3(b) et Fig.4.3() représentent les mêmes distributions que
elles de la gure préédente Fig. 4.2 mais, au préalable, le Csa moyen de haque agrégat est
divisé par le nombre respetif de partiules omposant l'agrégat.
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Fig. 4.3  Analyse onjointe de l'inuene des mailles pour des ouples d'agrégats ayant Npp >
13, tel que Csca
Xu
(Agi) soit divisé par Npp(Agi)
La gure Fig. 4.3 montre que, à géométrie xée hormis la maille, les Csa moyens restent
quelque peu diérents : la moyenne et l'éart-type des éarts normalisés valent respetivement
16%, 0.137 et 16.1% et 0.13 pour les ouples CS vs. CFC et CS vs. HC. Ils valent respetivement
2.5% et 0.034 pour le ouple CFC vs. HC.
Une première onlusion sur l'inuene de la maille est que la maille Cubique Simple ne
semble pas avoir une inuene omparable à elle des mailles Cubique fae entrée et Hexago-
nale Compate. Une raison majeure de ette déorrélation est la diérene de ompaité des
mailles sur lesquelles sont onstruits les agrégats. Les résultats onernant ette maille néessite
une étude spéique qui ne sera pas eetuée dans e travail.
Une seonde onlusion est que, à l'inverse, les mailles Hexagonale Compate et Cubique Fae
Centrée sont identiques à une faible diérene près. L'analyse d'une seule de es deux mailles
sut. On en déduit l'équation :
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4.1. Reherhe de l'inuene des paramètres de onstrution (xés) sur les valeurs
de Csa moyen
Csca(HC) = Csca(CFC) (4.7)
Pour la suite, notre éhantillon de travail omprendra exlusivement les agrégats onstruits
sur la maille Hexagonale Compate an d'alléger les représentations graphiques.
Nous allons maintenant étudier les variations du Csa moyen des agrégats en fontion des
variations du taux de remplissage des enveloppes onvexes.
4.1.2 Inuene du taux de remplissage
L'étude omparée de l'inuene du taux de remplissage porte exlusivement sur des agrégats
onstruits sur la maille Hexagonale Compate.
Nous allons ii étudier la variation des valeurs du Csa moyen pour des taux de remplissage
diérents, onsidérés deux à deux. Les gures suivantes Fig. 4.4 représentent l'analyse onjointe
des valeurs de CscaXu en fontion du taux de remplissage des agrégats.
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4.1. Reherhe de l'inuene des paramètres de onstrution (xés) sur les valeurs
de Csa moyen
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Fig. 4.4  Analyse onjointe des taux de remplissage
Dans le as de l'étude de l'inuene du taux de remplissage, la ourbe d'interpolation onve-
nable est une droite dont les paramètres, sont synthétisés dans le tableau Tab. 4.3. Les Csa
moyens en ordonnées et eux en absisses sont don reliés par une équation de type Eq. 4.4 qui
pour rappel est :
Y = 10b ·Xa (4.8)
où a et b sont des réels fontion du ouple de paramètre étudié.
Dans haque analyse onjointe (sur haque gure Fig.4.4(a), Fig.4.4(b), Fig.4.4(), Fig.4.4(d)
et Fig. 4.4(e)), un grand nombre de points sont isolés par rapport à l'ensemble. Les gures sui-
vantes (Fig.4.5(a), Fig.4.5(b), Fig.4.5(), Fig.4.5(d) et Fig.4.5(e)) montrent les mêmes distribu-
tions que les gures Fig. 4.4(a), Fig. 4.4(b), Fig. 4.4(), Fig. 4.4(d) et Fig. 4.4(e), auxquelles sont
onservés les ouples d'agrégats dont les deux sont omposés d'au moins 13 partiules primaires.
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4.1. Reherhe de l'inuene des paramètres de onstrution (xés) sur les valeurs
de Csa moyen
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Fig. 4.5  Analyse onjointe des taux de remplissage, pour des ouples d'agrégats tels que
Npp > 13
Comme le montrent les gures Fig. 4.5(a), Fig. 4.5(b), Fig. 4.5() et Fig. 4.5(d) et le tableau
Tab. 4.3, la dispersion observée dans les gures Fig. 4.4(a), Fig. 4.4(b), Fig. 4.4() et Fig. 4.4(d),
est réée par des agrégats onstitués d'un nombre trop faible de partiules, omme ela a été
déjà évoqué dans la sous-partie préédente 4.1.1.
Le tableau suivant Tab.4.3 synthétise les données numériques qualiant quantitativement les
interpolations proposées dans l'ensemble des gures liées à ette partie de notre étude (Fig. 4.4
et Fig. 4.5). Il s'agit des paramètres des droites d'interpolation, du moment d'ordre 1 des erreurs
entre les droites d'interpolation et les distributions respetives (f. setion 4.1.1).
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4.1. Reherhe de l'inuene des paramètres de onstrution (xés) sur les valeurs
de Csa moyen
X vs. Y Ehantillon
Y = 10b ·Xa, Moyenne Eart-type
(a, b) : des éarts des éarts
75% vs. 100%
Tous les agrégats (0.98 ; -0.28) 11% 0.10
Npp > 13 (1.01 ; -0.25) 5.8% 0.047
50% vs. 100%
Tous les agrégats (0.94 ; -0.72 ) 77% 9.99
Npp > 13 (1.01 ; -0.63) 8.6% 0.075
25% vs. 100%
Tous les agrégats (0.96 ; -1.33 ) 71.7% 9.18
Npp > 13 (1.02 ; -1.27) 12% 0.102
10% vs. 100%
Tous les agrégats ( 0.83, -2.27 ) 64% 1.59
Npp > 13 (1.04 ; -2.08) 12.5% 0.10
 reux  vs. 100%
Tous les agrégats (0.85 ; -0.53 ) 64% 0.85
Npp > 13 (0.86 ; -0.53) 67.8% 0.86
Tab. 4.3  Synthèse des données de l'analyse onjointe pour évaluer l'inuene du taux de
remplissage
Des gures des représentations onjointes de ette partie, l'analyse générale de l'inuene du
taux de remplissage sur les valeurs de Csa moyen s'artiule en quatre points :
1. Quand un agrégat est omposé d'un nombre trop faible de partiules, l'inuene de son
taux de remplissage est diilement interprétable, ar sa morphologie n'est plus régulière.
La onsidération de e type d'agrégat induit une augmentation non négligeable de l'erreur
(f. Tab.4.3) : la diminution des moyennes des éarts lorsque sont onsidérés ou non de tels
agrégats est signiative.
2. Dans le as de la distribution uniforme des partiules à l'intérieur de leur enveloppe onvexe,
plus le taux de remplissage est élevé, plus Csca
Xu
est important. En eet, hormis le as
 reux , si on ompare la position des points par rapport à la droite D (en rouge sur les
graphes) d'équation y = x, on peut voir que les oordonnées des points sont telles que le
Csa moyen est plus élevé lorsque le taux de remplissage est plus élevé.
3. Dans le as non-uniforme étudié qui est le as d'un remplissage dit  reux , auun lien
de orrélation ne peut être fait ave les autres as étudiés. L'inuene de e as ne peut
don pas être omparée ave les autres.
4. L'erreur sur les logs augmente au fur et à mesure que la diérene entre les deux taux de
remplissage augmente, mais elles restent relativement basses par rapport à l'étalement des
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4.1. Reherhe de l'inuene des paramètres de onstrution (xés) sur les valeurs
de Csa moyen
log10 des Csa onernés (f. Tab. 4.3).
5. Par ailleurs la loi qui relie les diérents taux de remplissage (as  reux  exlu) est une loi
de type : Y = 10b ·Xa, où Y orrespond aux Csa des agrégats ayant le taux de remplissage
le plus élevé des deux possibilités.
Notons TR1 = 100%, TR2 = 75%, TR3 = 50%, TR4 = 25% et TR5 = 10%.
Cette équation s'érit alors : Csca
(TRi) = 10bij ·
(
Csca
(TRj)
)aij
, noté plus simplement :
Csca
(i)
= 10bij ·
(
Csca
(j)
)aij
(4.9)
où on indexe aij et bij pour la omparaison entre TRi vs. TRj, telle que TRi > TRj.
On peut remarquer que pour tout ouple (i, j), aij ≈ 1. Dans ette partie, aij peut être
onsidéré omme onstant et égal à 1. D'après les gures, on peut noter réel bij est une fontion
du ouple de taux de remplissage (TRi, TRj) pour lequel on veut étudier la variation de Csa
moyen : bij = f((TRi, TRj)). Reherhons ette fontion f .
Comme on l'a supposé en début de ette partie, Csca ∝
∏
l
(PGl)
αl
(f. Eq. 4.1), où les αl
sont des réels. On peut don érire :
Csca
(i)
=
(
PG
(i)
0
)α0(
PG
(j)
0
)α0 · Csca(j) (4.10)
où PG0 est un paramètre géométrique se rapportant au taux de remplissage, mais peut être
appliable à d'autres TR.
Don, par analogie ave l'équation Eq. 4.9 et omme aij ≈ 1, on en déduit : bij = α0 ·
log10
(
PG
(i)
0
PG
(j)
0
)
.
La fontion bij vérie bij=bil + blj. Il reste à herher alors le réel α0 et le paramètre PG0.
Par le tableau i-dessous (Tab. 4.4), nous montrons que, dans nos résultats, bij vérie bien la
propriété logarithmique. Egalement, nous montrons également que α0 = 2 et PG
(j)
0 = TRj , tel
que TR1 = 100%, TR2 = 75%, TR3 = 50%, TR4 = 25% et TR5 = 10%, onviennent sur tous
les agrégats tels que Npp > 13.
Ave pour notations TRi < TRj on obtient le tableau suivant :
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X vs. Y aij bij ± E 2 · log10
TRi
TRj
bil + blj
75% vs. 100% 1.01 b21 =-0.25 ± 5.8% -0.25 ∅
50% vs. 75% 1.01 b32 =-0.37 ± 4.8% -0.35 ∅
50% vs. 100% 1.01 b31 =-0.63 ± 8.6% -0.60 -0.62
50% vs. 100% 1.01 b31 =-0.63 ± 8.6% -0.60 ∅
25% vs. 50% 1.00 b43 =-0.65 ± 5% -0.60 ∅
25% vs. 100% 1.02 b41 =-1.27 ± 12% -1.20 -1.28
25% vs. 100% 1.02 b41 =-1.27 ± 12% -1.20 ∅
10% vs. 25% 1.00 b54 =-0.81 ± 4.9% -0.80 ∅
10% vs. 100% 1.04 b51 =-2.08 ± 12.5% -2.00 -2.08
Tab. 4.4  Données pour l'établissement de l'équation analytique des Csa moyens en fontion
des variations du taux de remplissage, pour des agrégats tels que Npp > 13
D'après les résultats de e tableau, on peut déduire la relation suivante pour TRi < TRj :
Csca
(TRi) = 10bij · Csca
(TRj)
(4.11)
ave :
bij = 2 · log10
TRi
TRj
(4.12)
'est à dire :
Csca
(TRi) =
(
TRi
TRj
)2
· Csca
(TRj)
(4.13)
L'inuene des autres paramètres de onstrution se fait sur le même prinipe que elle de
la maille et du taux de remplissage. S'il le souhaite en onnaître le ontenu, le leteur pourra se
reporter à l'annexe D.
Nous proédons maintenant à une synthèse de toutes les expressions déduites, reliant le Csa
moyen à haque paramètre de onstrution.
4.1.3 Synthèse
Rappelons que les expressions trouvées dans ette partie sont valables pour tous les ouples
d'agrégats pour lesquels Npp > 13 et pour la maille hexagonale Compate. Rajoutons que, dans
le as de l'inuene du rapport k pour une forme d'enveloppe onvexe xée, on ne tient pas
ompte des enveloppes reuses.
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1. Inuene de la maille :
 maille Cubique Simple déorrélée des deux autres
 mailles Cubique fae Centrée et Hexagonale Compate : équivalentes. On a don la re-
lation :
Csca(HC) ≈ Csca(CFC) (4.14)
2. Taux de remplissage :
 Remplissage  reux  déorrélé des autres
 Remplissage uniforme : plus le taux de remplissage est élevé, plus Csca
Xu
est élevé. On
obtient la relation suivante pour TRi < TRj :
Csca
(TRi) =
(
TRi
TRj
)2
· Csca
(TRj)
(4.15)
3. Longueur d'onde :
A indie de réfration et milieu optique xés : Csca
Xu
roît quand la valeur de la longueur
d'onde déroît. Dans le adre de notre étude, on obtient la relation suivante, pour λi > λj :
Csca
(λi) =
(
λi
λj
)−2.2
·
(
Csca
(λj)
)
(4.16)
4. Indie de réfration :
A longueur d'onde et milieu optique xés, Csca
Xu
roît ave l'indie de réfration. Dans
le adre de notre étude, limitée à deux indies de réfration, on obtient la relation suivante
pour npi > npj :
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Csca
(npi) =
(
npi
npj
) 9
2
·
(
Csca
(npj)
)
(4.17)
5. Paramètre volumique de l'enveloppe onvexe :
Csca
Xu
roît ave la taille du paramètre volumique de l'enveloppe onvexe. D'après nos
résultats, nous avons, pour PVECi < PVECj , la relation suivante :
Csca
(PVECi) =
(
PVECi
PVECj
)4.2
·
(
Csca

PVECj

)
(4.18)
6. Rayon des partiules primaires :
Csca
Xu
roît lorsque le rayon des partiules roît. D'après nos résultats, nous avons, pour
Rppi < Rppj, la relation suivante :
Csca(Rppi) =
(
Rppi
Rppj
) 3
4
·
(
Csca(Rppj)
)
(4.19)
7. Forme des enveloppes onvexes :
A rapport d'aspet égal, les valeurs de Csca
Xu
sont équivalentes pour les diérentes géo-
métries étudiées (ube, sphère, ellipsoïde, ylindre). D'après nos résultats, nous avons, pour
ECi et ECj tels qu'elles aient le même rapport d'anisotropie k, la relation suivante :
Csca(ECi) ≈ Csca(ECj) (4.20)
8. Rapport d'anisotropie :
A géométrie d'enveloppe onvexe xée, les valeurs de Csca
Xu
déroissent en même temps
que k s'éloignent de 1 de façon supérieure ou inférieure.
Cei n'est pas valable pour les agrégats d'enveloppes onvexes reuses ar la diérene d'ani-
sotropie implique une diérene trop importante du nombre de partiules omposants les
agrégats, rendant diile la omparaison sur le rapport d'aspet pour e type d'enveloppe
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onvexe. La relation obtenue est la suivante, pour Ki > Kj :
Csca(Ki) =
(
Ki
Kj
)−0.25
· Csca(Kj) (4.21)
Toutes es expressions onduisent à une relation d'approximation CscaApprox des Csa moyens
en fontions des paramètres de onstrution. Cette relation, qui est issue du postulat Csca =
A ·
∏
i
PGαii exprimé au début de ette partie, est la suivante après optimisation du réel A :
CscaApprox = 3.42 · TR2 · λ−2.2 · (np)
9
2 · (PVEC)
4.2 ·Rpp
3
4 ·K−0.25 (4.22)
On dénit alors l'erreur ECscaApprox de la façon suivante :
ECscaApprox =
1
N
N∑
i=1
|Csca(Agi)− CscaApprox(Agi)|
Csca(Agi)
(4.23)
L'erreur pour ette approximation est de 39%. On a don :
CscaApprox = Csca± 39% (4.24)
Graphiquement on peut représenter l'approximation onjointement au Csa moyen pour
haque agrégat. On obtient alors la gure Fig. 4.6.
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Fig. 4.6  Représentation onjointe du Csa moyen des agrégats et de leur approximation
CscaApprox, pour Npp > 13
La gure Fig. 4.7 représente onjointement le Csa moyen des agrégats et Csca
Xu
(Agi) −
CscaApprox(Agi)/Csca
Xu
(Agi), 'est-à-dire l'éart relatif, pour haque agrégat, par rapport à la
méthode exate, 'est-à-dire par rapport au Csa moyen.
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Fig. 4.7  Représentation onjointe du Csa moyen des agrégats et de leur éart relatif par
l'approximation CscaApprox, pour Npp > 13
Cette dernière représentation permet de visualiser pour quels agrégats le modèle CscaApprox
est un peu moins bon. Il s'agit essentiellement d'agrégats de type ylindrique et ellipsoïdal ave
k=20, 'est-à-dire les agrégats les plus anisotropes. Cei fait ého au fait que la relation trouvée
entre les Csa moyen en fontion de leur anisotropie est la moins satisfaisante (f. partie D.6).
Comme il en a été question dans ette partie, une augmentation du Npp minimal améliore le
résultat. Alors A = 2.5 et ECscaApprox = 32%.
Dans la littérature d'autres aratéristiques géométriques des agrégats sont montrées omme
importantes et inuentes sur la valeur de Csa. La partie suivante onsidérera es aratéristiques
à partir de leur valeur induite par les paramètres de onstrution xés. Cette partie s'attahera
à en étudier l'inuene sur les valeurs des Csca
Xu
.
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4.2 Reherhe de l'inuene des propriétés géométriques induites
sur les valeurs de Csa moyens
Suite à l'étude de l'inuene des paramètres de onstrution, et par souis de lisibilité des
résultats, les as  ritiques  suivants sont tés de l'éhantillon :
 les agrégats onstruits sur la maille Cubique Simple et la maille Cubique Fae Centrée,
 les agrégats dont l'enveloppe onvexe est reuse,
 les agrégats omposés de moins de 13 partiules.
Les propriétés ou aratéristiques géométriques induites des agrégats désignent les propriétés
géométriques qui déoulent des paramètres de onstrution xés pour leur élaboration.
Les paramètres de onstrution ne sont pas forément numériques et varient entre 3 et 6 valeurs
ou possibilités (exemple : 3 valeurs de rayons des partiules primaires possibles et 6 formes des
EC. Rappelons que les paramètres de onstrution sont : le rayon des partiules primaires, le taux
de remplissage, le rapport d'anisotropie, les formes d'enveloppe onvexe, le taux de remplissage,
la longueur d'onde, l'indie de réfration du matériau.
A l'inverse, les aratéristiques induites sont toutes numériques et prennent un ertain nombre
de valeurs : volume de matière, nombre de partiules primaires, et.
Cette partie omprend un double objetif :
 la reherhe des aratéristiques géométriques liées aux valeurs de Csca
Xu
(bijetion entre
les aratéristiques et les valeurs de Csca
Xu
).
 la reherhe des aratéristiques géométriques les plus inuentes sur les valeurs de Csca
Xu
:
parmi les aratéristiques retenues dans le premier point, nous relèverons elles dont une
petite variation entraine une grande variation de la valeur de Csca
Xu
.
Le début d'analyse de ertaines aratéristiques géométriques a été présentée en ongrès f.
[Lagarrigue 10b℄. L'analyse qui suit est plus omplète et aboutie.
4.2.1 Liste des aratéristiques géométriques à étudier
Rappelons que les aratéristiques géométriques sont les suivantes (f. partie 3.3) :
 le volume de matière V mat (en µm3),
 la distane inter-entres moyenne des partiules primaires DIPP (en µm),
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 la ompaité C,
 les paramètres d'anisotropie issus des tenseurs d'inertie des agrégats PATI1 et PATI2 ,
 le paramètre d'anisotropie issu des aires des surfaes projetées : PAPS = SPmin/SPmax,
 le paramètre d'anisotropie issu des diamètres de Féret : PAFeret = Fmax/Fmax,
 la surfae projetée moyenne SP (en µm2),
 le voisinage moyen V 12 (en µm),
 le nombre de partiules omposant haque agrégat Npp.
Rappelons que l'unité de la setion eae de diusion est le µm2.
4.2.2 Caratéristiques géométriques en lien fontionnel ave les valeurs de
Csa moyen
Dans ette partie sont représentés onjointement le logarithme en base 10 du Csa moyen
(orrespondant à l'absisse d'un point) et le logarithme en base 10 d'une aratéristique géomé-
trique d'un agrégat. Ce hoix est fait, omme expliqué en préambule dans la partie préédente,
pour plusieurs raisons : la première vient du fait que les variations de Csa sont très grandes, et
la seonde est que, en référene à la littérature, on reherhe des lois de puissane reliant le Csa
moyen des agrégats aux paramètres géométriques.
Les valeurs étudiées, qu'elles soient optiques ou géométriques, ne sont pas normalisées dans
ette partie et les relations obtenues ne sont don pas homogènes. En eet, les liens reherhés
entre le Csa moyen des agrégats et leurs aratéristiques géométriques sont établis uniquement
pour aratériser l'inuene des aratéristiques géométriques.
Les agrégats représentés sont eux onstruits sur la maille hexagonale ompate uniquement.
Sont exlus également les agrégats dont le taux de remplissage est  reux .
4.2.2.1 Volume de matière
La gure suivante représente onjointement le log10 du volume de matière, notée V mat en
µm3, et le log 10Csca de haque agrégat dans l'éhantillon xé.
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Fig. 4.8  Représentation onjointe du Csa moyen et du volume de matière de haque agrégat
tel que Npp > 13
Dans la gure Fig. 4.8, on peut voir qu'il n'existe pas de bijetion entre la ompaité et le
Csa moyen des agrégats. Cependant, en onsidérant xes ertains paramètres de onstrution,
on peut s'en approher. En eet, la gure Fig. 4.8 montre une disposition générale alignée et
oblique des agrégats. Les légendes en ouleur de haune des sous-gures mettent en évidene la
répartition des agrégats en fontion des paramètres de onstrution. On peut voir notamment
que et alignement a lieu suivant diérents paramètres de onstrution. Un premier alignement
a lieu suivant le ouple optique (f. Fig. 4.8(e)).
Les marqueurs sont aussi disposés suivant un seond alignement oblique. Celui-i a lieu en
fontion du rapport d'aspet K omme on peut le voir dans la gure Fig. 4.8(b).
On peut également remarquer que, au travers de et alignement oblique les agrégats se re-
groupent en trois paquets, en fontion du paramètre PVEC (f. Fig. 4.8()).
124
4.2. Reherhe de l'inuene des propriétés géométriques induites sur les valeurs
de Csa moyens
Ces diérents déalages de la position relative des agrégats, les uns par rapport aux autres
sont dus aux variations des paramètres de onstrution, omme on peut le voir par les légendes
ouleurs des marqueurs.
Ainsi, on peut isoler un sous-ensemble élémentaire dans le nuage de points. Fixons le ouple
optique : (ZnS, HeNe), la forme de l'enveloppe onvexe : ylindrique, PVEC :300. La gure sui-
vante montre alors la représentation onjointe obtenue (f. Fig. 4.9) :
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Fig. 4.9  Représentation onjointe du Csa moyen et du volume de matière de haque agrégat
de ouple optique (ZnS, HeNe), PVEC = 300, d'enveloppe onvexe ylindrique, tel que Npp > 13
On peut remarquer dans le groupe de gures i-dessus (Fig. 4.9) que, pour un PVEC , les
agrégats sont disposés en fontion de leur taux de remplissage (f. Fig. 4.9(a)) et du rapport
d'anisotropie (f. Fig. 4.9(b)).
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La droite d'interpolation (en vert sur les ourbes) a pour équation :
y = 2.15 · x+ 3.16 (4.25)
Cette droite est obtenue par une interpolation aux moindres arrés des points de la distribu-
tion, don sur les log10 des valeurs de Csa moyen et du volume de matière.
La gure Fig. 4.9 montre don l'existene d'une relation ane entre les log10 du volume de
matière d'un agrégat V mat, et de elui de son Csa moyen, ave la onnaissane a priori de
ertains paramètres : le ouple optique, le volume global de l'agrégat (PVEC), le rapport d'ani-
sotropie.
Les valeurs du Csa moyen d'un agrégat et de son volume de matière suivent don la loi
suivante, à une erreur près, pour le ouple optique et le PVEC xés :
Csca
Xu
= 103.16 · V mat2.15 (4.26)
Cette équation est valable pour les agrégats d'enveloppe onvexe ylindrique, de ouple op-
tique (ZnS, HeNe) et de PVEC=300. Il s'agit d'une équation polynomiale. Sur e sous-éhantillon,
une erreur moyenne normalisée est alulée entre les valeurs réelles et l'équation Eq. 4.26 :
E =
1
N
N∑
i=1
|Csca
Xu
(Agi)− 103.16 · V mat(Agi)2.15|
Csca
Xu
(Agi)
(4.27)
N étant le nombre d'agrégats onsidérés.
Ii l'erreur vaut 34%.
L'équation pour les autres ouples optiques et les autres valeurs de PVEC se déduisent de
l'équation Eq. 4.26 grâe aux relations entre les Csa mises en plae dans les tableaux de la
partie préédente, dans lesquels sont synthétisées les liens entre les valeurs de Csa en fontion
des paramètres de onstrution.
Nous allons maintenant étudier les variations du Csa en fontion de la ompaité des agré-
gats.
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4.2.2.2 Compaité
La gure suivante (Fig. 4.10) représente onjointement les log10 de la ompaité, notés C et
elui du Csa moyen, Csca, de haque agrégat.
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Fig. 4.10  Représentation onjointe du Csa moyen et de la ompaité de haque agrégat, tel
que Npp > 13
Comme pour le volume de matière, on peut voir qu'il n'existe pas de bijetion entre la om-
paité et le Csa moyen des agrégats. Cependant, en onsidérant xes ertains paramètres de
onstrution, on peut s'en approher. En eet, les agrégats sont positionnés de façon alignée, sui-
vant diérents paramètres dits  de onstrution . Un premier alignement est fontion de PVEC
(f. Fig. 4.10()). A l'intérieur de et alignement, un seond est visible en fontion du ouple
optique (f. Fig. 4.10(e)). Un troisième niveau d'alignement est fontion du rapport d'aspet K
omme on peut le voir dans la gure Fig. 4.10(b).
Hormis et alignement global oblique, on peut voir un alignement vertial des agrégats. Tout
d'abord les agrégats sont alignés vertialement suivant leur taux de remplissage (f. Fig.4.10(a)).
On peut également distinguer deux sous-alignements vertiaux des agrégats suivant le rayon des
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partiules primaires et suivant la forme de l'enveloppe onvexe (f. Fig. 4.10(f)).
Ces alignements proviennent des eets de la variation des paramètres de onstrution qui ont
pour eet de déaler respetivement les agrégats les uns par rapport aux autres.
Considérons don la représentation onjointe pour les agrégats de ouple optiques (ZnS,
HeNe), de PVEC 300, et d'enveloppe onvexe ylindrique (f. Fig. 4.11) :
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Fig. 4.11  Représentation onjointe du Csa moyen et de la ompaité de haque agrégat de
ouple optique (ZnS, HeNe), PVEC = 300, d'enveloppe onvexe ylindrique, tel que Npp > 13
La droite d'interpolation a pour équation : y = 2.37 · x− 0.49.
Pour les agrégats de ouple optique (ZnS, HeNe), de PVEC = 300 et d'enveloppe onvexe
ylindrique, la relation entre la valeur de Csa moyen et la ompaité est don la suivante :
Csca
Xu
= 10−0.49 · C2.37 ± 28% (4.28)
128
4.2. Reherhe de l'inuene des propriétés géométriques induites sur les valeurs
de Csa moyens
L'équation pour les autres ouples optiques et les autres valeurs de PVEC se retrouve grâe
aux relations mises en plae dans la partie préédente.
Nous allons maintenant étudier les variations du Csa moyen des agrégats en fontion de elle
de la surfae projetée moyenne SP .
4.2.2.3 Surfae projetée moyenne
La gure suivante (Fig.4.12) représente onjointement les log10 de la surfae projetée moyenne,
notée SP et elui du Csa moyen, Csca, de haque agrégat.
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Fig. 4.12  Représentation onjointe du Csa moyen et de la surfae projetée moyenne de haque
agrégat, tel que Npp > 13
Comme préédemment, on remarque un alignement général de l'ensemble des agrégats, le long
d'une ligne oblique. Cet alignement général se déompose en deux sous-alignements obliques :
un premier suivant le rapport d'aspet K (f. Fig. 4.12(b)), dans lequel on peut voir un seond
suivant le ouple optique onsidéré (f. Fig. 4.12(e)).
Les agrégats s'alignent également vertialement suivant le paramètre de onstrution PVEC (f.
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Fig. 4.12()).
Si on onsidère seulement les agrégats du ouple optique (ZnS, HeNe), d'enveloppe onvexe y-
lindrique de rapport d'aspet K=8 on obtient la représentation onjointe i-dessous (f. Fig.4.13) :
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Fig. 4.13  Représentation onjointe du Csa moyen et de la surfae projetée moyenne de haque
agrégat de ouple optique (ZnS, HeNe), K=8, d'enveloppe onvexe ylindrique, et tel que Npp >
13
Dans la gure i-dessus (f. Fig. 4.13), on peut voir qu'il y a un troisième niveau d'aligne-
ment oblique des agrégats qui a lieu suivant le taux de remplissage des enveloppes onvexes
(Fig. 4.13(a)). La droite d'interpolation a pour équation : y = 2.5 · x+ 2.2.
On en déduit la relation suivante entre le Csa moyen Csca et la surfae projetée moyenne
SP , pour des agrégats d'enveloppe onvexe de rapport K=8 et de ouple optique (ZnS, HeNe) :
Csca
Xu
= 102.20 · SP
2.49
± 115% (4.29)
On peut noter tout de même que la relation entre e paramètre et le Csa moyen est moins
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évidente que dans les deux as préédents. Cependant, l'équation pour les autres rapports d'ani-
sotropie et les autres ouples optiques se déduit grâe aux relations mises en plae dans la partie
préédente.
Nous allons maintenant exposer l'étude des variations de Csa moyen n fontion de elles de
voisinage moyenne V12 : V 12.
4.2.2.4 Voisinage moyen V12
La gure i-dessous (Fig. 4.14) représente onjointement les log10 du voisinage V12 moyen,
noté V 12, et elui du Csa moyen Csca, de haque agrégat.
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Fig. 4.14  Représentation onjointe du Csa moyen et du voisinage V12 moyen de haque
agrégat, tel que Npp > 13
La gure Fig. 4.14 montre que la relation entre e paramètre est moins évidente que pour
les as préédents. Nous proédons tout de même à une herhe analytique. La représentation
onjointe de la gure Fig. 4.14 un alignement général oblique desend. Les agrégats sont tout
131
4.2. Reherhe de l'inuene des propriétés géométriques induites sur les valeurs
de Csa moyens
d'abord disposés en fontion du rayon des partiules primaires Rpp (f. Fig. 4.14(d)). Cependant
la pente de l'alignement diminue en même temps que Rpp augmente. Un sous-alignement des
agrégats est visible en fontion du ouple optique. Enore une fois, il sut de onsidérer un
ouple optique à partir duquel on pourra faire des dédutions sur le omportement des autres
ouples (f. Fig. 4.14(e)).
La gure i-dessous (f. Fig. 4.15) montre la représentation onjointe des agrégats de ouple
optique (ZnS, HeNe), de Rpp 10 nm.
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Fig. 4.15  Représentation onjointe du Csa moyen et du voisinage V12 moyen de haque
agrégat de ouple optique (ZnS, HeNe), Rpp= 10nm, d'enveloppe onvexe ylindrique, et tel que
Npp > 13
On peut voir qu'un alignement suivant PVEC qui est un sous-alignement de elui de Rpp ar,
en ayant xé Rpp à 10 nm, les agrégats s'alignent en fontion de PVEC , omme on peut le voir
dans la gure Fig. 4.15().
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L'interpolation générale de ette dernière représentation onjointe a pour équation : y =
−4.23 · x− 8.59.
En fait, omme on peut le remarquer sur la gure Fig.4.15(), ette interpolation a été réalisée
pour les agrégats tels que PVEC = 200.
Ainsi, pour les agrégats de ouple optique (ZnS, HeNe), de Rpp 10nm et de PVEC 300, le
lien entre le Csa moyen et le voisinage V12 moyen est :
Csca
Xu
= 10−8.59 · V 12
−4.23
± 360% (4.30)
Sur e sous-éhantillon, l'erreur moyenne normalisée telle qu'elle est dénie dans l'équation
Eq. 4.27 vaut 360%.
La relation pour les autres ouple optiques, les autres Rpp et les autres PVEC se déduisent
grâe aux relations synthétisées dans les tableaux de la partie préédente.
Nous exposons maintenant les résultats sur les variations du Csa moyen des agrégats en
fontion du nombre de partiules primaires.
4.2.2.5 Nombre de partiules primaires : Npp
La gure suivante (Fig. 4.16) représente onjointement les log10 du nombre de partiules
primaires, noté Npp, et elui du Csa moyen de haque agrégat.
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Fig. 4.16  Représentation onjointe du Csa moyen et du nombre de partiules primaires de
haque agrégat de ouple optique (ZnS, HeNe), PVEC = 300, d'enveloppe onvexe ylindrique,
et tel que Npp > 13
Les agrégats sont disposés de façon alignée et oblique suivant tout d'abord un alignement
fontion du rayon des partiules primaires Rpp omme on peut le voir dans la gure Fig.4.16(d).
Deux sous-alignements sont ensuite observés sur la gure Fig. 4.16(e) suivant le ouple optique
et sur la gure Fig. 4.16(b) suivant le rapport d'aspet K.
La gure suivante (Fig. 4.17) montre don la représentation onjointe des agrégats dont le
ouple optique est (ZnS, HeNe), de Rpp valant 10nm et dont l'enveloppe onvexe est ylindrique.
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Fig. 4.17  Représentation onjointe du Csa moyen et du nombre de partiules primaires de
haque agrégat de ouple optique (ZnS, HeNe), Rpp= 10nm, d'enveloppe onvexe ylindrique,
et tel que Npp > 13
Il apparaît que, lorsqu'on xe le ouple optique et le Rpp, les agrégats s'agenent sur es
ourbes en trois groupes suivant le paramètre PVEC omme l'illustre la gure Fig. 4.17(). A
l'intérieur de haun de es trois groupes, les agrégats se disposent en fontion de leur taux de
remplissage (f. Fig. 4.17(a)).
L'interpolation (droite en vert) a pour équation : y = 1.81 · x − 7.17. Pour les agrégats de
ouple optique (ZnS, HeNe), de Rpp=10 nm la relation entre le Csa moyen et Npp est de la
forme :
Csca
Xu
= 107.27 ·Npp1.81 ± 46% (4.31)
L'équation pour les autres ouples optiques et les autres Rpp se déduisent par les relations
entre Csa moyen mises en plae dans la partie préédente.
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4.2.2.6 Conlusion
Le volume de matière, la ompaité, la surfae projetée moyenne, le voisinage V12 moyen
(dans une moindre mesure) et le nombre de partiules primaires sont des aratéristiques géo-
métriques en relation polynomiale ave la valeur de Csa moyen, pour un agrégat donné.
On peut dire que, en onsidérant la valeur absolue de l'exposant de la aratéristique géo-
métrique dans haque relation obtenue : V 12 est la aratéristique la plus inuente sur Csca
Xu
,
ave ependant une dispersion importante. A inuene égale on a ensuite SP , Vmat, et C. Enn
la moins inuente de es inq aratéristiques est le nombre de partiules primaires.
Nous avons également étudié les variations du Csa moyen des agrégats en fontion de DIPP ,
PATI1 , PATI2 , PASP et PAFeret. Cependant, le lien qui les relie au Csa n'est pas fontionnel,
'est-à-dire qu'auune relation analytique ne peut être établie. L'analyse de es aratéristiques
est disponible dans l'annexe E.
4.2.3 Conlusion
Dans ette partie, nous avons pu voir l'inuene des aratéristiques géométriques sur les
valeurs de Csa au moyen de représentations onjointes. Certaines aratéristiques géométriques
ne peuvent pas être mises en lien diret ave le Csa moyen : la distane inter-partiules moyenne,
le paramètre d'anisotropie 1 (
a3·a2
a21
) et le paramètre d'anisotropie 2 (
a23
a1·a2
). D'autres le peuvent
omme 'est le as pour le volume de matière, la ompaité, la surfae projetée moyenne, le
voisinage V12 moyen, le nombre de partiules primaires de haque agrégat : nous avons montré
que l'évolution de es paramètres inuençait diretement de façon ontinue les valeurs de Csa
moyen d'un agrégat.
4.3 Bilan
Le hapitre 4 présente les variations de la valeur de Csa moyen d'un agrégat tout d'abord en
fontion de elles des paramètres de onstrution, puis en fontion de elles des aratéristiques
géométriques.
Rappelons que les paramètres de onstrution sont eux xés pour l'élaboration des agrégats :
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ils peuvent être qualitatifs (omme la forme des enveloppes onvexes) ou quantitatifs (la maille
M, le taux de remplissage des enveloppes onvexes en pourentage, la longueur d'onde λ, l'indie
de réfration des agrégats, le paramètre volumique de l'enveloppe onvexe PVEC , le rayon des
partiules primaires Rpp, les rapports d'anisotropie et d'aspet, respetivement, k et K). Ils va-
rient sur un nombre ni de possibilités (5 au maximum). On a pu voir dans la partie 4.1, grâe à
des représentations onjointes en dimension 3 (la troisième dimension étant la ouleur), que sur
e nombre ni de possibilités, la variation de haque paramètre implique une variation de Csa.
Ces variations de Csa sont synthétisées dans la partie 4.1.3. Des relations entre les Csa ont été
mises en plae en fontion des variations des paramètres de onstrution.
On a pu voir dans ette partie 4.1 que le omportement des agrégats de remplissage  reux 
avait souvent un omportement marginal par rapport à elui des autres agrégats en général.
De même, les agrégats de maille Cubique Simple ont un omportement optique partiulier alors
que la maille Cubique fae Centrée et la maille Hexagonale Compate ont des omportements
similaires. Ces observations ont leur importane et sont prises en ompte dans la simpliation
de l'éhantillon d'agrégats dans la partie qui suit.
Les aratéristiques géométriques sont toutes numériques et prennent haune un nombre
variable de valeurs. Ces aratéristiques ne sont pas xées initialement : leurs valeurs déoulent
du hoix des paramètres de onstrution. Le hoix de les étudier a été développé dans le hapitre
préédent (f. hapitre 3, mais elles ont été hoisies de façon révéler et aratériser la géométrie
de haque agrégat. On a pu voir dans la partie 4.2, que, grâe aux représentations onjointes
en dimension 3, les variations sur un intervalle ontinu de ertaines de es aratéristiques en-
trainent des variations ontinues de la valeur de Csa moyen. Les équations de es variations
ontinues dépendent de ertains paramètres de onstrution. En xant ertains paramètres de
onstrution, nous en avons déduit des relations.
Une question se pose alors sur l'eet de la ombinaison de es aratéristiques géométriques
sur l'inuene des valeurs de Csa. Il se pose aussi la néessité d'établir des équations homogènes
pour approher au mieux la valeur de Csa moyen. C'est e qui sera développé dans le hapitre
suivant.
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Chapitre 5
Approximation du Csa moyen
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Dans la reherhe de mise en relation des aratéristiques géométriques ave le Csa moyen
se pose la néessité de trouver des relations homogènes en unités physiques notamment. Dans
un premier temps, seront étudiées des méthodes optiques approhées utilisant une sphère équi-
valente et la théorie de Mie. Leur lien ave le Csa moyen alulé via le modèle de Xu est étudié
pour haune d'entre elles.
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Il sera mis en plae, ensuite, une reherhe de relations permettant d'approher le Csa moyen.
Ces relations (lois) reposent sur le Csa obtenu par les méthodes approhées, étudiées au préa-
lable. Elles prendront en ompte également, suite aux résultats du hapitre préédent, les ara-
téristiques géométriques. Des onlusions sont ensuite tirées.
Il est important de noter que dans e hapitre, suite aux diérentes observations faites dans
le hapitre préédent, notre éhantillon d'agrégats ne prendra pas en ompte les agrégats de
remplissage  reux . De même, nous nous limiterons aux agrégats onstruits sur la maille hexa-
gonale ompate. Nous ne tiendrons pas ompte également des agrégats onstitués d'un trop
faible nombre de partiules. Cei nous ramène à un éhantillon de 1792 agrégats.
5.1 Etude préliminaire : liens entre la méthode exate et les mé-
thodes optiques approhées
Dans la littérature sont étudiées diérentes méthodes simples, utilisant la théorie de Mie
(pour un objet sphérique) et s'appliquant à des agrégats omplexes. Celles-i onsistent globa-
lement à trouver un objet équivalent (sphère ou ellipsoïde) à l'agrégat étudié auquel on pourra
appliquer le modèle élémentaire de Mie omme ela a déjà expliqué dans la setion 2, partie
2.1.4. Trouver ette sphère équivalente, 'est en dénir un diamètre et éventuellement un indie
de réfration équivalent, les deux liés à la morphologie initiale de l'agrégat. Certaines méthodes
ont été développées et testées notamment dans les travaux de Gruy et de Jaquier [Jaquier 06b℄,
[Jaquier 08a℄ et [Jaquier 08b℄, ainsi que eux de Shen [Shen 08℄.
Nous allons présenter ii les méthodes approhées qui seront omparées à la méthode exate
de Xu.
5.1.1 Dénition des méthodes approhées utilisées
En optique, une méthode approhée onsiste à trouver les paramètres d'une forme géomé-
trique simple ayant les mêmes propriétés optiques que elles d'un agrégat réel, et don générale-
ment omplexe. Cette forme équivalente est en générale une sphère sur laquelle est appliqué le
modèle de Mie. Une bonne méthode approhée est une méthode qui onfèrera à ette sphère la
dimension et le matériau équivalents tels que les valeurs des paramètres optiques (setions e-
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aes) soient prohes de elles obtenues, en moyenne sur diérentes orientations, pour l'agrégat.
Il existe deux types de méthodes approhées :
 les méthodes onférant à la sphère équivalente le même matériau que elui de l'agrégat
d'origine don le même indie de réfration,
 les méthodes onférant à la sphère équivalente un indie de réfration dit  eetif  (f.
partie 2.1.4).
Ainsi dans la mise en plae d'une méthode approhée, deux éléments sont à xer : la dimen-
sion de la sphère et l'indie de réfration du matériau. Les méthodes approhées que nous avons
hoisies de tester sont présentées dans les deux paragraphes suivants. Au total, 17 méthodes ap-
prohées sont étudiées. Il est important de noter que ertaines méthodes ne sont pas physiques.
On sait don, par avane, qu'elles auront des résultats éloignés de eux de la méthode de Xu. On
a ependant voulu les tester an d'avoir une large gamme de méthodes.
Nous allons maintenant dérire les méthodes approhées en fontion du fait qu'elles utilisent
un indie de réfration eetif ou non.
5.1.1.1 Méthodes ave sphère équivalente mais sans indie de réfration eetif
Au total, 5 méthodes sans indie eetif sont utilisées : leur indie de réfration est don le
même que elui de l'agrégat d'origine. Pour haune, la sphère équivalente hoisie est détaillée
i-dessous.
1. La sphère équivalente a pour volume le volume de matière de l'agrégat (méthode dite de
la sphère ompate [Gruy 01℄).
2. La sphère équivalente a pour volume elui de l'enveloppe onvexe de l'agrégat, indiérem-
ment de la ompaité de elle-i.
3. La sphère équivalente a pour diamètre PVEC , quelque soit le taux de remplissage de l'agré-
gat : il y a don trois diamètres possibles dans e as pour la sphère équivalente : 300, 200
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ou 100nm.
Il s'agit de la sphère dont le volume est le même que elui de l'enveloppe onvexe des
entres des partiules lorsque le taux de remplissage est à 100%, étant donné le mode de
remplissage des enveloppes. Rappelons que e diamètre est indépendant du taux de rem-
plissage des enveloppes mais seulement du volume de l'enveloppe onvexe quand elle-i
est supposée de ompaité 1.
4. La sphère équivalente a pour diamètre PVEC + 2 · Rpp, où Rpp est le rayon des parti-
ules respetivement à haque agrégat. Il s'agit de la sphère ayant le volume de l'enveloppe
onvexe des partiules entières (ontrairement au as préédent où il s'agissait seulement
des entres).
Dans e as-là il existe neuf possibilités de diamètres ar il y a trois PVEC et trois Rpp pos-
sibles. Le raisonnement est le même que pour la sphère équivalente préédente sauf que l'on
ne onsidère plus seulement les entres des partiules mais les partiules entières puisque
dans e as-là, le diamètre de la sphère équivalente est adaptée au rayon des partiules
onstituant l'agrégat.
5. Une dernière méthode équivalente onsiste à le omparer à Npp · Csca1pp où Npp est le
nombre de partiules primaires dans l'agrégat et Csca1pp est le Csa d'une partiule pri-
maire de l'agrégat de rayon soit 10, 15 ou 30 nm.
Chaune de es sphères équivalentes est don onsidérée omme pleine. Sa setion eae
sera don alulée par le modèle de Mie.
5.1.1.2 Méthodes ave sphère équivalente et indie de réfration eetif
Pour les méthodes utilisant un indie de réfration eetif, nous prendrons pour sphères équi-
valentes les as qui suivent.
1. La sphère équivalente est elle englobant totalement l'agrégat. Cette méthode s'appelle
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également méthode de la Sphère Creuse ou Poreuse (f. [Jaquier 06a℄). Cette méthode est
hoisie ar il est appliquée par ertains granulomètres qui traitent un agrégat à partir de
son rayon maximal.
2. La sphère équivalente a pour diamètre elui du disque équivalent à l'aire moyenne des sur-
faes projetées, respetivement à haque agrégat.
3. La sphère équivalente a pour volume elui de l'enveloppe onvexe de l'agrégat.
4. La sphère équivalente a pour volume elui de l'ellipsoïde équivalent. Les axes de et el-
lipsoïde sont les valeurs propres de la matrie des tenseurs d'inertie des points issus de la
disrétisation de haque agrégat. Cette équivalene est notamment utilisée dans l'artile de
Shen et al. [Shen 08℄ an de la omparer à une autre méthode optique : DDA.
La ompaité est alulée omme étant le rapport du volume de matière de l'agrégat ave
elle de la sphère équivalente.
Pour haune de es sphères équivalentes, est appliquée tour à tour une des trois évaluations
diérentes d'indie de réfration eetif :
1. modèle de Maxwell-Garnett [Maxwell-Garnett 04℄
2. modèle de Bruggeman [Bruggeman 35℄
3. modèle de la loi lassique des mélanges [Choy 99℄.
Il y a don au total 12 méthodes approhées utilisant un indie de réfration eetif.
5.1.2 Résultats de l'approximation par méthodes approhées seules
An d'évaluer l'approximation du Csa moyen Csca
Xu
par une méthode approhée MAt,
alulant Csca(MAt), et de omparer les approximations entre elles, l'erreur alulée est la sui-
vante :
E =
1
N
·
N∑
n=1
|Csca
Xu
(Agn)− Csca(MAt)(Agn)|
Csca
Xu
(Agn) + Csca(MAt)(Agn)
(5.1)
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N est le nombre d'agrégats, en l'ourrene N=1792. Il s'agit de minimiser les éarts entre la
méthode de Xu et la méthode approhée MAt.
Notons que la dénition de l'erreur dière de elle du hapitre préédent. En eet, elle a été
 aménagée  de façon à prendre en ompte le fait que ertaines méthodes ont des résultats très
éloignés de eux obtenus par la méthode de Xu.
Nous onsidérerons don également l'erreur E2 dénie de la façon suivante :
E2 =
1
N
·
N∑
n=1
|Csca
Xu
(Agn)− Csca(MAt)(Agn)|
Csca
Xu
(Agn)
(5.2)
Cette erreur E2 pourra être omparée à elle obtenue dans le hapitre préédent. On sait par
avane qu'elle prendra des valeurs très importantes pour ertaines méthodes : elle est pertinente
essentiellement pour les méthodes approhées prohes de la méthode exate.
5.1.2.1 Qualité de l'approximation du Csa moyen par haque méthode approhée
An de simplier les notations, nous utiliserons les abréviations indexées MAt répertoriées
dans le tableau suivant Tab. 5.1 :
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Nt Indie eetif Caratéristique de la sphère équivalente
1 Loi des mélanges Son diamètre est elui du disque de même aire que l'aire
moyenne des projetions de haque agrégat.
2 Loi des mélanges Sphère englobant totalement l'agrégat.
3 Loi des mélanges Son volume est le même que elui de l'enveloppe onvexe.
4 Loi des mélanges Son volume est le même que elui de l'ellipsoïde d'inertie.
5 Maxwell-Garnett Sphère dont la projetion a la même aire que l'aire moyenne
sur plusieurs projetions de l'agrégat.
6 Maxwell-Garnett Sphère englobant totalement l'agrégat.
7 Maxwell-Garnett Son volume est le même que elui de l'enveloppe onvexe.
8 Maxwell-Garnett Son volume est le même que elui de l'ellipsoïde d'inertie.
9 Bruggeman Son diamètre est elui du disque de même aire que l'aire
moyenne des projetions de haque agrégat.
10 Bruggeman Sphère englobant totalement l'agrégat.
11 Bruggeman Son volume est le même que elui de l'enveloppe onvexe.
12 Bruggeman Son volume est le même que elui de l'ellipsoïde d'inertie.
13 ∅ Son diamètre vaut PVEC .
14 ∅ Son diamètre vaut PVEC + 2Rpp.
15 ∅ Son volume est le même que elui du volume de matière de
l'agrégat.
16 ∅ Son volume est le même que elui de l'enveloppe onvexe.
17 ∅ Son rayon est Rpp respetivement. Le Csa équivalent vaut
Npp fois le Csa d'une partiule.
Tab. 5.1  Indies des méthodes approhées (MAt, t ∈ [1, ...17])
Les tableaux suivants synthétisent les valeurs E et E2 pour haque méthode MAt, qualiant
ainsi la méthode approhée.
P
P
P
P
P
P
P
P
Coe
MAt
1 2 3 4 5 6 7 8 9
E 0.43 0.32 0.24 0.23 0.67 0.38 0.13 0.13 0.71
E2 1.92 0.43 0.90 0.86 48.35 0.61 0.36 0.34 24.34
P
P
P
P
P
P
P
P
Coe
MAt
10 11 12 13 14 15 16 17
E 0.82 0.70 0.41 0.69 0.81 0.36 0.77 0.92
E2 1730.78 19.99 1.92 62.57 125.62 1.74 73.55 0.96
Tab. 5.2  Valeurs de E pour haque méthode MAt, t ∈ [1, ...17]
Les méthodes sont ordonnées de façon identique vis-à-vis de l'approximation de la méthode
exate. Cependant, les valeurs sont très diérentes, omme ela était prédit. Dans les ommen-
taires qui suivent, nous analysons l'erreur E.
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On peut don voir que, pour les deux erreurs, les méthodes optiques approhant le mieux
le Csa moyen alulé via le modèle de Xu sont les méthodes 7 et 8, même si l'erreur demeure
importante. Elles utilisent l'indie eetif de la loi de Maxwell-Garnett et pour sphère équiva-
lente elle de même volume que elui de l'enveloppe onvexe pour MA7, et la sphère équivalente
de même volume que elui de l'ellipsoïde équivalente pour MA8. Ces deux méthodes donnent
des résultats presque équivalents ar le volume de l'enveloppe onvexe d'un agrégat et elui de
son ellipsoïde équivalent sont quasiment identiques. Cette remarque est valable également pour
les mêmes sphères équivalentes mais un indie de réfration déni par la loi des mélanges : les
résultats pour les méthodes MA3 et MA4 sont également très prohes et en seonde en qualité
d'approximation, viennent juste après les méthodes MA7 et MA8.
La gure Fig. 5.0 montre la distribution des agrégats pour la représentation onjointe du
log10 de Csca
Xu
(Agn) ave les éarts normalisés
Csca
Xu
(Agn)−Csca(MAt)(Agn)
Csca
Xu
(Agn)
, pour t = 8 et n ∈
{1, ...1792}.
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Fig. 5.0  Représentation onjointe pour haque agrégat (Agn) du log10 des Csca
Xu
(Agn) et
des éarts relatifs (Csca
Xu
(Agn)−MA8(Agn))/Csca
Xu
(Agn), pour la méthode approhée MA8
(Npp > 13, maille HC, remplissage homogène des enveloppes)
Comme on peut le voir sur la gure Fig. 5.0 la méthode MA8 a une qualité d'approximation
variable en fontion du type d'agrégat onsidéré. Il apparaît que le Csa moyen d'un agrégat est
plus ou moins bien approhé en fontion de ertains aspets de sa géométrie, en partiulier de
l'anisotropie de l'enveloppe onvexe (Fig. 5.1(b)).
5.1.2.2 Qualité de l'approximation de haque méthode approhée sur les sous-
éhantillons d'agrégats
Suite à es résultats, il est légitime de se demander sur quel type d'agrégats haque méthode
approhée est respetivement la plus eae. A priori, les agrégats les moins bien approhés,
par rapport à l'éhantillon total sont eux présentant des partiules (relativement) éloignées. Cet
éloignement peut avoir deux origines. Il peut tout d'abord venir de l'anisotropie de l'enveloppe
onvexe. Il peut également venir du taux de remplissage des enveloppes. Quatre sous-éhantillons
de l'éhantillon d'agrégats sont don dénis an de diérenier les agrégats selon leur anisotropie
mais également en fontion de leur taux de remplissage.
Ces sous-ensembles regroupant les as extrêmes sont les suivants :
 les agrégats d'enveloppe onvexe isotrope (sphérique, ubique, ylindrique et ellipsoïdale,
de type oblong et aplati, pour le rapport d'anisotropie k ∈ {1/2; 1; 2}) et de fort taux de
remplissage TR ∈ {75%; 100%},
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 les agrégats d'enveloppe onvexe isotrope (sphérique, ubique, ylindrique et ellipsoïdale,
de type oblong et aplati, pour le rapport d'anisotropie k ∈ {1/2; 1; 2}) et de faible taux de
remplissage TR ∈ {10%; 25%; 50%},
 les agrégats d'enveloppe onvexe anisotrope (ylindrique et ellipsoïdal, de type oblong et
aplati, pour le rapport d'anisotropie k ∈ {1/20; 1/8; 8; 20}), et de fort taux de remplissage
TR ∈ {75%; 100%},
 les agrégats d'enveloppe onvexe anisotrope (ylindrique et ellipsoïdal, de type oblong et
aplati, pour le rapport d'anisotropie k ∈ {1/20; 1/8; 8; 20}), et de faible taux de remplissage
TR ∈ {10%; 25%; 50%}.
Une évaluation de l'approximation par les méthodes approhées est eetuée pour haque
sous-éhantillon.
Les valeurs de l'erreur E obtenues pour haque méthode approhée MAt sont synthétisées
dans le tableau suivant (f. Tab. 5.3) :
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X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
X
MAt
Type d'EC
E E2
EC isotrope EC anisotrope Tout Tout
fort TR faible TR fort TR faible TR agrégat agrégat
1 0,46 0,34 0,38 0,55 0,43 1,92
2 0,31 0,29 0,37 0,35 0,32 0,43
3 0,07 0,17 0,32 0,43 0,24 0,90
4 0,07 0,15 0,32 0,41 0,23 0,86
5 0,88 0,63 0,53 0,62 0,67 48,35
6 0,35 0,33 0,46 0,41 0,38 0,61
7 0,06 0,05 0,20 0,25 0,13 0,36
8 0,05 0,05 0,19 0,24 0,13 0,34
9 0,42 0,82 0,67 0,92 0,71 24,34
10 0,64 0,83 0,85 0,96 0,82 1730,78
11 0,42 0,81 0,66 0,91 0,7 19,99
12 0,37 0,34 0,35 0,57 0,41 1,92
13 0,38 0,87 0,55 0,91 0,69 62,57
14 0,63 0,92 0,72 0,95 0,81 125,62
15 0,13 0,34 0,4 0,59 0,36 1,74
16 0,52 0,88 0,72 0,95 0,77 73,55
17 0,96 0,92 0,93 0,86 0,92 0,96
Tab. 5.3  Synthèse des valeurs de E pour haque MAt (Npp > 13, maille HC, remplissage
homogène des enveloppes)
Dans le tableau Tab.5.3 on peut voir que les agrégats les plus diiles à approximer optique-
ment sont les agrégats d'enveloppe onvexe anisotrope et en partiulier les anisotropes de faible
TR.
On peut remarquer que, quelque soit l'anisotropie et la ompaité des enveloppes, les mé-
thodes présentant les meilleures approximations sont MA7 et MA8, suivies de plus ou moins
près par MA3 et MA4. On peut noter que dans le as des enveloppes anisotropes et de faible
TR, la méthode MA2 et meilleure que MA3 et MA4.
Nous remarquons également que les méthodes les moins adaptées à l'approximation du Csa
moyen des agrégats sont MA5, MA9, MA10,MA11, MA14, MA16 et MA17.
Les résultats synthétisés dans le tableau Tab. 5.3, montrent aussi que, généralement, lors-
qu'une méthode est bonne, elle l'est pour les quatre types de géométries opposées, et que lors-
qu'une méthode n'est pas bonne, elle l'est aussi pour toutes les géométries, à l'exeption de la
méthode MA15.
En onlusion, on peut dire que les méthodes approhant le mieux le Csa moyen d'un agré-
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gat sont les méthodes utilisant un indie eetif issu de la loi de Maxwell-Garnett et la sphère
équivalente d'un volume presque identique : elui de l'enveloppe onvexe ou elui de l'ellipsoïde
équivalent. Pour les deux méthodes MA7 et MA8, l'erreur obtenue pour l'ensemble des agré-
gats est E = 13%. Si on onsidère E2, dont la dénition lui permet d'être omparée à l'erreur
d'approximation obtenue dans le hapitre préédent, les erreurs pour MA7 et MA8 sont respe-
tivement 36% et 34%, e qui reste assez élevé.
Comme suggéré par les résultats dans le hapitre préédent (f. partie 4), l'approximation
par méthode approhée peut être améliorée par l'intervention des aratéristiques géométriques.
La partie suivante est dédiée à la reherhe d'une méthode ombinant les méthodes approhées
et les aratéristiques géométriques.
5.2 Approximations optio-géométriques du Csa moyen d'un agré-
gat
Nous avons vu dans la partie préédente que l'erreur (la moyenne des modules des éarts)
ne desend pas sous la barre des 13% sur la totalité de l'éhantillon, pour les méthodes appro-
hées séletionnées, minimum atteint pour la maille MA7 et MA8). Par ailleurs, le hapitre 4
a montré l'inuene des aratéristiques géométriques d'un agrégat sur la valeur de Csa. Dans
ette partie, le Csa moyen d'un agrégat est don approhé au moyen des méthodes approhées
ombinées ave les aratéristiques géométriques.
5.2.1 Cadre de l'approximation
Les lois reliant le Csa moyen, Csca(MAt), t ∈ {1; . . . 17}, obtenu par les méthodes approhées,
et les aratéristiques géométriques GCv, v ∈ {1; . . . 11} doivent satisfaire plusieurs ritères :
1. Elles doivent être exprimées sous la forme d'une loi de puissane, onformément à plusieurs
référenes de la littérature ([Hulst 81℄ [Jaquier 06a℄).
2. Elles doivent faire intervenir un minimum de paramètres géométriques ou méthodes ap-
prohées an d'éviter les termes redondants et les paramètres géométriques orrélés entre
eux.
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3. Les lois doivent être homogènes en unités.
5.2.1.1 Dénitions des lois étudiées
Pour satisfaire le premier ritère, nous avons hoisi des lois qui seront de type ane et mo-
nomiale.
Le seond ritère impliquera que dans les équations, le nombre de aratéristiques géométri-
ques et le nombre de méthodes approhées intervenant seront au maximum de deux haun.
Suivant les ritères expliités préédemment, deux lois ont tout d'abord été séletionnées,
faisant intervenir un paramètre géométrique et une méthode approhée :
 une loi L1 :
CscaAppL1 (A,α) = A · Csca
(MAt) · CGαv (5.3)
 une loi L2 :
CscaAppL2 (A,B,α) = Csca
(MAt)(A+B · CGαv ) (5.4)
CGv désigne la v-ième aratéristique géométrique. MAt désigne la t-ième méthode appro-
hée. A, B, et α sont des nombres réels qui seront optimisés en fontion des CGv et MAt
onsidérés.
5.2.1.2 Adimensionnement des aratéristiques géométriques et notations
Pour satisfaire le troisième ritère, les aratéristiques géométriques sont normalisées. Le
tableau Tab. 5.4 dénit la normalisation de haun ainsi que les indies utilisés pour haque
aratéristique géométrique CGv, v ∈ {1; ...11} :
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Nv Paramètres Géométriques Dénominateur pour normalisation
1 Vmat Volume d'une sphère de diamètre PVEC
2 Vmat Volume d'une sphère de diamètre PVEC + 2 ·Rpp
3 D_IPP PVEC
4 Compaité ∅
5 FATI1 ∅
6 FATI2 ∅
7 SP Aire d'un disque de diamètre PVEC + 2 ·Rpp
8 V 12 2 · Rpp
9 PASP ∅
10 PAFeret ∅
11 Npp ∅
Tab. 5.4  Indies des paramètres géométriques (CGv, v ∈ [1, ...11])
Les normalisations ont été faites de façon à onserver le aratère loal ou global de haque
aratéristique géométrique.
Le même ode d'indexation des méthodes approhées MAt, t ∈ {1; ...17} est utilisé dans ette
partie (f. Tab. 5.1), ei an de failiter la restitution des résultats.
5.2.2 Optimisation des lois et dénition de l'erreur
Les lois dépendent de réels : (A, α) ou (A, B, α). Ces réels sont tous à optimiser en fontion
de la ombinaison de MAt et CGv onsidérée. Une fois ette optimisation faite, sera reherhée
pour haque loi, la ombinaison de MAt et CGv la plus prohe, en moyenne sur les agrégats, de
la méthode exate.
5.2.2.1 Critère d'optimisation des lois
Pour haque loi, pour haque ombinaison de MAt et CGv, les réels (A, α) pour la loi L1 et
(A, B, α) pour la loi L2 sont à optimiser. Autrement dit, pour un uplet (t, v) pour la loi L1 et
L2, il faut trouver (A0, α0), respetivement (A0, B0, α0) qui minimisera le paramètre suivant :
Pour la loi L1 :
σ2(L1,t,v)(A,α) =
1
N
N∑
n=1
(
Csca
Xu
(Agn)− Csca
App
L1 (A,α|MAt, CGv)(Agn)
Csca
Xu
(Agn)
)2
(5.5)
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Pour la loi L2 :
σ2(L2,t,v)(A,B,α) =
1
N
N∑
n=1
(
Csca
Xu
(Agn)− Csca
App
L2 (A,B,α|MAt, CGv)(Agn)
Csca
Xu
(Agn)
)2
(5.6)
5.2.2.2 Evaluation de l'erreur
Le oeient permettant l'évaluation de l'erreur qui quantie la justesse de CscaAppLi , i ∈
{1; 2} sur l'ensemble des agrégats de l'éhantillon :
E =
1
N
N∑
n=1

∣∣∣CscaXu(Agn)− CscaAppL (Agn)∣∣∣
Csca
Xu
(Agn)

(5.7)
Il orrespond à la moyenne sur les agrégats, des modules des éarts normalisés, entre Csa
moyen Csca
Xu
et le Csa approximé obtenu par les diérentes lois CscaAppLi , i ∈ {1; 2}.
Notons que l'on revient à la même dénition de l'erreur que dans le hapitre préédent, ei an
de pouvoir faire une omparaison de l'approximation de Csca obtenue dans haque hapitre.
5.2.3 Résultats
Nous allons ii exposer les résultats obtenus pour les diérentes lois. Rappelons que, de même
que dans la partie préédente, la quantiation de l'erreur se fait par le biais du oeient E (f.
Eq. 5.7).
5.2.3.1 Loi L1
Rappelons que la loi L1 est la suivante :
CscaAppL1 (A,α) = A · Csca
(MAt) · CGαv
.
An de pouvoir voir la tendane de meilleures ombinaisons obtenues, le tableau i-dessous
montrent les as où l'éart est inférieur à 15%. Cela onerne neuf as :
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Erreurs (A,α) MAt CGv
10.21% (1.31, 0.31) 8 10
10.38% (1.29, 0.31) 7 10
10.68% (0.72, -0.65) 7 3
10.96% (0.74, -0.64) 8 3
12.03% (1.16, -0.16) 8 5
12.64% (1.13, -0.16) 7 5
13.22% (0.95, 0.32) 4 10
14.21% (0.93, 0.32) 3 10
14.83% (0.51, -0.67) 4 3
Tab. 5.5  Erreurs inférieures à 15% entre l'approximation par la loi L1 et la méthode exate
(Npp > 13, maille HC, remplissage homogène des enveloppes)
Le tableau i-dessus fait apparaître les ouples (MAt, CGv) pour lesquels la moyenne des mo-
dules des éarts moyens est inférieure à 15%. Cela onerne 9 ouples dans lesquels apparaissent
quatre MA et 3 CG diérents. Il s'agit des méthodes utilisant un indie de réfration issu soit
de Maxwell-Garnett (méthodes MA7 et MA8), soit de la loi des mélanges (méthodes MA3 et
MA4). Les sphères équivalentes ont pour volume elui de l'enveloppe onvexe de l'agrégat (mé-
thodes MA3 et MA7), ou bien le volume de l'ellipsoïde équivalent (méthodes MA4 et MA8).
Quant aux aratéristiques géométriques, il s'agit de la distane inter-partiules moyenne nor-
malisée par PVEC , du tenseur d'inertie 1 (
a2·a3
a21
) et enn PAFeret.
On peut remarquer que les valeurs des paramètres (A,α) restent stables pour deux méthodes
approhées prohes en terme de dénition, omme 'est le as pour MA7 et MA8 et pour MA3
et MA4, pour une aratéristique xée (tableau Tab. 5.5). Il existe une légère variation de es
valeurs si la loi prend en ompte MA7 ou MA8 d'une part, et MA3 et MA4 d'autre part.
L'éart moyen entre Csca
Xu
et l'ensemble des possibilités a don pour minimum un éart de
10.21%. Il est atteint pour la méthode approhée MA8 et la aratéristique géométrique CG10,
'est-à-dire pour la loi utilisant un indie issu du modèle de Maxwell-Garnett et de sphère équi-
valente à elle de même volume que elui de l'ellipsoïde d'inertie. La aratéristique géométrique
CG10 est PAFeret.
CscaAppL1 = 1.31 ·MA8 · CG
0.31
10 ± 10.21% (5.8)
Dans la gure i-dessous (f. Fig. 5.1), est représentée la répartition des agrégats sur un dia-
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gramme montrant onjointement le Csa moyen (Csca
Xu
(Agn)) d'un agrégat (Agn) en absisses
et le rapport
Csca
Xu
(Agn)−CscaAppro(Agn)
Csca
Xu
(Agn)
en ordonnées. Une troisième dimension orrespondant
à la ouleur des marqueurs permet de distinguer les variations de 6 fateurs géométriques de
onstrution, orrespondant respetivement aux 6 sous-gures de la gure Fig. 5.1. Ces résultats
sont montrés pour la loi L1 appliquée à la méthode optique approhée MA8 et à la aratéris-
tique géométrique CG10, 'est-à-dire les paramètres qui minimisent l'erreur E.
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Fig. 5.1  Représentation onjointe du Csa moyen de haque agrégat Csca
Xu
(Agn) et des éarts
relatifs (Csca
Xu
(Agn) − Csca
App
L1 (Agn))/Csca
Xu
(Agn), pour la loi L1 appliquée à la méthode
approhée MA8 et la aratéristique géométrique CG10. (A,α) = (1.31, 0.31) (Npp > 13, maille
HC, remplissage homogène des enveloppes)
On peut voir que les points sont répartis de façon non ordonnée suivant leur ouleur, par rap-
port à la droite y=0, sur les graphes Fig. 5.1(a), Fig. 5.1(), Fig. 5.1(d), Fig. 5.1(e). Cei traduit
le fait que la variation de es paramètres géométriques n'inue que modérément sur la qualité
de l'approximation.
Les gures Fig. 5.1(b) et Fig. 5.1(f) montrent, au ontraire, que le Csa moyen semble plus di-
ile à approher par la loi L1 pour les agrégats anisotropes : on peut voir que pour K=20 il y a
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une large sous-estimation ou surestimation du Csa moyen des agrégats, en fontion du fait que
l'enveloppe est aplatie ou allongée.
5.2.3.2 Loi L2
Rappelons que la loi L2 est la suivante :
CscaAppL2 (A,B,α) = Csca
(MAt) · (A+B · CGαv )
Le tableau i-dessous montre les as où l'éart est inférieur à 15%. Cela onerne neuf as :
Erreurs (A,B,α) MAt CGv
9.10% (2.12,−0.92,−0.19) 8 10
9.31% (3.30,−2.10,−0.10) 7 10
10.52% (0.28, 0.41,−1.10) 7 3
10.94% (0.29, 0.42,−1.09) 8 3
12.08% (0.35, 0.88, 0.33) 8 5
12.47% (0.38, 0.84, 0.38) 7 5
12.47% (3.16,−2.28,−0.07) 4 10
13.58% (3.15,−2.30,−0.07) 3 10
14.57% (0.24, 0.25,−1.30) 4 3
14.98% (0.27, 0.63, 0.41) 4 5
Tab. 5.6  Erreurs inférieures à 15% entre l'approximation par la loi L2 et la méthode exate
(Npp > 13, maille HC, remplissage homogène des enveloppes)
Il apparaît que les résultats obtenus pour la loi L2 (f. Tab.5.6) sont similaires à eux obtenus
pour la loi L1 (f. Tab. 5.5). En eet, e sont les méthodes approhées et les mêmes aratéris-
tiques géométriques qui permettent les meilleures approximations suivant les deux lois. Il faut
noter une amélioration ave l'utilisation de la loi L2 par rapport à la loi L1.
Nous avons également remarqué que les paramètres (A,α) pour la loi L1 et les paramètres
(B,α) pour la loi L2 (eux en ommun dans les deux lois) ont des valeurs très diérentes. Le
fait que le paramètre A de la loi L2 ne soit pas nul ou prohe de zéro montre son utilité dans
l'approximation de Csa moyen.
Le tableau Tab. 5.6 fait apparaître que l'éart moyen entre Csca
Xu
et l'ensemble des pos-
sibilités a un éart minimum de 9.10%. Il est atteint pour la même méthode approhée et la
même aratéristique géométrique que pour la loi L1 : MA8 et CG10. L'équation obtenue est la
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o-géométriques du Csa moyen d'un agrégat
suivante :
CscaAppL2 =MA8 · (2.12 − 0.92 · CG
−0.19
10 )± 9.10% (5.9)
Les gures i-dessous (f. Fig. 5.2) montrent onjointement en dimension 3, le Csa moyen
des agrégats (en absisse), les modules des éarts (en ordonnée), et un paramètre géométrique
de onstrution (en ouleur). Ces résultats sont montrés pour la loi L2 appliquée à la méthode
optique approhée MA8 et à la aratéristique géométrique CG10, 'est-à-dire aux éléments qui
la minimisent, sur eux onsidérés dans l'étude.
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Fig. 5.2  Représentation onjointe du Csa moyen de haque agrégat Csca
Xu
(Agn) et des éarts
relatifs (Csca
Xu
(Agn) − Csca
App
L2 (Agn))/Csca
Xu
(Agn), pour la loi L2 appliquée à la méthode
approhéeMA8 et la aratéristique géométrique CG10. (A,B,α) = (2.12,−0.92,−0.19) (Npp >
13, maille HC, remplissage homogène des enveloppes)
Pour la loi L2, la qualité de l'approximation semble indépendante du taux de remplissage des
enveloppes onvexes, du rayon des partiules omposant l'agrégat ainsi que du paramètre PVEC .
En eet, les points sont répartis de façon non ordonnée suivant leur ouleur, par rapport à la
droite y=0 sur les gures Fig. 5.2(a), Fig. 5.2(), Fig. 5.2(d) et Fig. 5.2(e).
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A l'inverse les gures Fig. 5.2(b) et Fig. 5.2(f) montrent que la qualité de l'erreur semble
largement aetée par la diulté à approximer les agrégats ave K=20.
5.2.3.3 Conlusion
Pour les deux lois L1 et L2, l'approximation est non ordonnée en fontion de la ouleur des
points par rapport à la droite y=0, pour la plupart des paramètres géométriques de onstru-
tion. Cei est vrai pour tous exepté pour le rapport d'aspet K des enveloppes des agrégats.
Il semble que l'aspet anisotropie ne soit pas totalement pris en ompte dans l'approximation,
bien que la aratéristique géométrique permettant la minimisation de E soit dans les deux as
un paramètre d'anisotropie : PAFeret. Pour orriger e défaut, on peut utiliser des lois prenant
en ompte deux aratéristiques géométriques an de prendre d'avantage en ompte la géomé-
trie des agrégats. Dans les parties suivantes, deux nouvelles lois sont testées faisant intervenir
une ou deux méthodes optiques respetivement, et également deux aratéristiques géométriques.
5.3 Reherhe d'amélioration des résultats : lois de niveau 2
Un seond niveau de omplexité des lois est testé dans ette partie, tout en respetant les
ritères dénis dans la partie 5.2.1. Les deux lois testées dans ette partie s'inspirent des deux
lois étudiées préédemment :
 une loi L3 :
CscaAppL3 (A,α,B, β) = A · Csca
(MAt) · CGαv +B ·MAu · CG
β
w (5.10)
Les as où t = u et v = w ne sont pas pris en ompte ar alors la loi reviendrait à la loi L1
préédente.
 une loi L4 :
CscaAppL4 (A,α, β) = A · Csca
(MAt) · CGαv · CG
β
w (5.11)
Les as où v = w ne sont pas onsidérés ar ela revient à étudier la loi L1.
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Pour es lois, de même que pour la partie préédente, on utilisera également le ritère d'op-
timisation σ (Eq. 5.5, Eq. 5.6), adaptée à L3 et L4, an de trouver, pour haque ombinaison
(MAt, CGv ,MAu, CGw), respetivement (MAt, CGv , CGw) les réels (A0, α0, B0, β0), respeti-
vement (A0, α0, β0) qui minimiseront σ pour la loi L3, respetivement L4 :
Pour la loi L3 :
σ2(L3,t,u,v,w)(A,α,B, β) =
1
N
N∑
n=1
(
Csca
Xu
(Agn)− Csca
App
L3 (A,α,B, β|MA(t,u), CG(v,w))(Agn)
Csca
Xu
(Agn)
)2
(5.12)
Pour la loi L4 :
σ2(L4,t,v,w)(A,α, β) =
1
N
N∑
n=1
(
Csca
Xu
(Agn)− Csca
App
L4 (A,α, β|MAt, CG(v,w))(Agn)
Csca
Xu
(Agn)
)2
(5.13)
On reherhe ensuite la ombinaison des (MAt, CGv,MAu, CGw) pour la loi L3, respetive-
ment (MAt, CGv, CGw) pour la loi loi L4, qui sera la plus prohe de la loi exate. Pour ela on
se servira du même oeient que dans la partie préédente (f. Eq. 5.7), qui pour rappel est le
suivant :
E =
1
N
N∑
n=1

∣∣∣CscaXu(Agn)− CscaAppL (Agn)∣∣∣
Csca
Xu
(Agn)

(5.14)
MA(t,u) désigne le ouple formé par la t-ème et u-ème méthode approhée. CG(v,w) désigne
le ouple formé par le v-ème et le w-ème paramètre géométrique induit.
Hormis le fait de satisfaire aux ritères dénis dans la partie préédente, les lois L3 et L4
présentent l'avantage de pouvoir observer s'il y a une ontinuité des résultats entre les lois de
premier niveau (L1 et L2) et les lois du seond niveau (L3 et L4).
5.3.1 Loi L3
Dans 10 situations, l'éart est inférieur à 8.5%. Ces 10 as sont les suivants :
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Erreurs (A,α,B, β) (MAt,MAu) (CGv, CGw)
8.15 (0.27, 0.37, 0.42,−1.10) [ 3 ; 7 ℄ [ 1 ; 3 ℄
8.17 (0.80,−0.61,−0.04, 1.55) [ 7 ; 13 ℄ [ 3 ; 4 ℄
8.19 (3.19, 0.02,−1.93,−0.10) [ 7 ; 7 ℄ [ 2 ; 10 ℄
8.21 (0.23, 0.45, 0.50,−0.95) [ 4 ; 7 ℄ [ 1 ; 3 ℄
8.30 (0.78,−0.61,−0.01, 1.14) [ 7 ; 14 ℄ [ 3 ; 4 ℄
8.31 (4.56, 0.02,−3.23,−0.07) [ 7 ; 7 ℄ [ 7 ; 10 ℄
8.32 (3.66, 0.01,−2.42,−0.09) [ 7 ; 7 ℄ [ 1 ; 10 ℄
8.38 (0.37, 0.27, 0.41,−1.12) [ 7 ; 7 ℄ [ 1 ; 3 ℄
8.41 (0.76,−0.65,−0.0006, 0.18) [ 7 ; 14 ℄ [ 3 ; 5 ℄
8.43 (0.76,−0.64,−0.0004,−0.62) [ 7 ; 14 ℄ [ 3 ; 3 ℄
Tab. 5.7  Erreurs inférieures à 8.5% entre l'approximation par la loi L3 et la méthode exate
(Npp > 13, maille HC, remplissage homogène des enveloppes)
Certains as peuvent être éliminés.
Tout d'abord les as où B est négatif doivent être éliminés. En eet, physiquement ela n'a pas de
sens de retranher un terme : seul les as additifs seront retenus. Cela onerne les sept premiers
as.
Par ailleurs, les as faisant intervenir la MA14 présentent un oeient de proportionnalité
très faible montrant la quasi nullité de l'utilité de ette méthode qui annule le seond terme et
nous ramène à la loi L2.
La onlusion de e tableau est que seulement trois as peuvent être retenus suite à l'analyse
du sens physique des résultats obtenus. Le ouple géométrique (CG1, CG3), respetivement
4 ·V mat/(3π(PVEC/2)3) et DIPP/PVEC , est elui permettant la meilleure approhe de Csca
Xu
.
Les méthodes approhées retenues (MA7 et MA3) l'étaient déjà en partie dans l'analyse des lois
simples.
Sur l'ensemble des possibilités, le oeient E atteint un minimum de 8.15%. Il est atteint
pour les méthodes approhées MA3 et MA7 et pour les aratéristiques géométriques CG3 et
CG7. Il s'agit des méthodes approhées utilisant haune un indie eetif respetivement sui-
vant le modèle de Maxwell-Garnett et la loi des mélanges. Les aratéristiques géométriques sont
le volume de matière de l'agrégat normalisé par le volume d'une sphère de diamètre PVEC , et la
distane inter-partiules moyenne : DIPP .
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0.27 ·MA3 · CG
0.37
1 + 0.42 ·MA7 · CG
−1.10
3 ± 8.15% (5.15)
L'utilisation des lois doubles ayant pour but de répondre au problème de la prise en ompte de
l'anisotropie des agrégats, il important de noter que les aratéristiques géométriques minimisant
E ne sont pas des paramètres d'anisotropie.
Les gures i-dessous (Fig.5.3) montrent onjointement le Csa moyen des agrégats, les éarts
relatifs pour haque agrégat entre Csca
Xu
et CscaAppLi , i ∈ {1; 2}. La ouleur permet de visualiser
les paramètres de onstrutions.
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Fig. 5.3  Représentation onjointe du Csa moyen de haque agrégat Csca
Xu
(Agn) et des
éarts relatifs (Csca
Xu
(Agn)− Csca
App
L3 (Agn))/Csca
Xu
(Agn), pour la loi L3 appliquée aux mé-
thodes approhéesMA3 etMA7 et aux aratéristiques géométriques (CG1, CG3), (A,α,B, β) =
(0.270.370.42 − 1.10) (Npp > 13, maille HC, remplissage homogène des enveloppes)
Une des premières remarques importantes est que, d'après la gure Fig. 5.3(b), l'anisotropie
des agrégats semble moins ordonnée suivant la ouleur par rapport à la droite y=0, que dans le
as des lois simples, même si majoritairement les agrégats les moins bien approhés restent les
plus anisotropes. En onsidérant les gures Fig. 5.3(a), Fig. 5.3(b), Fig. 5.3() et Fig. 5.3(f) on
peut préiser que les agrégats les moins bien approhés sont des agrégats d'enveloppe onvexe
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surtout anisotrope, mais spéialement peu remplie.
Un test le onrme. Si on restreint l'éhantillon d'agrégats à eux onstitués de plus de 50
partiules, au lieu de 13, on passe d'une erreur égale à 8.15% à une erreur valant 7.5%.
La répartition des agrégats devient alors :
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Fig. 5.4  Représentation onjointe du Csa moyen de haque agrégat Csca
Xu
(Agn) et des éarts
relatifs (Csca
Xu
(Agn) − Csca
App
L3 (Agn))/Csca
Xu
(Agn), pour la loi L3 appliquée aux méthodes
approhées MA3 et MA7 et aux aratéristiques géométriques (CG1, CG3), pour les agrégats
tels que Npp > 50 (maille HC, remplissage homogène des enveloppes)
La gure Fig.5.4 et en partiulier Fig.5.4(a) révèlent que le taux de remplissage est approhé
de façon plus homogène omme le montre la répartition homogène des ouleurs des marqueurs.
Cependant la gure Fig. 5.4(b) révèle que l'approximation de l'anisotropie n'est pas non plus
optimale pour ette loi L3.
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5.3.2 Loi L4
L'expression de ette loi est la suivante :
CscaAppL4 (A,α, β) = A · Csca
(MAt) · CGαv · CG
β
w (5.16)
Dans 10 situations, l'éart est inférieur à 9.5%. Le tableau Tab. 5.8 transrit les erreurs
inférieures à ette valeur. Les 10 as sont les suivants :
Erreurs (A,α, β) MAt (CGv,CGw)
8.37% (0.81, 0.11,−0.66) 7 [1 ; 3℄
8.60% (0.62, 0.19,−0.69) 3 [1 ; 3℄
8.72% (0.85,−0.63, 0.12) 7 [3 ; 4℄
8.74% (0.84, 0.11,−0.66) 7 [2 ; 3℄
8.98% (0.69,−0.63, 0.23) 3 [3 ; 4℄
9.05% (1.67, 0.15, 0.34) 7 [7 ; 10℄
9.17% (1.44, 0.08, 0.31) 7 [2 ; 10℄
9.24% (1.38, 0.07, 0.31) 7 [1 ; 10℄
9.37% (1.38,−0.11, 0.29) 7 [8 ; 10℄
9.43% (0.68, 0.20,−0.69) 3 [2 ; 3℄
Tab. 5.8  Erreurs inférieures à 9.5% entre l'approximation par la loi L4 et la méthode exate
(Npp > 13, maille HC, remplissage homogène des enveloppes)
Le tableau Tab. 5.8 montre que les erreurs pour la loi L4 sont légèrement inférieures aux
erreurs de la loi L3. Sans doute, ela est du au fait que la loi L3 fait apparaître un oe-
ient de plus que la loi L4, permettant un ajustement de plus. On peut noter que l'utilisation
des paramètres d'anisotropie pour minimiser E plae en sixième position l'approximation orres-
pondante : le paramètre d'anisotropie alors utilisé est le rapport des diamètres de Féret extrêmes.
Sur l'ensemble des possibilités, l'erreur moyenne E atteint un minimum de 8.37%. Il est at-
teint pour la méthode approhée MA7 et pour les aratéristiques géométriques CG1 et CG3.
Il s'agit de la méthode approhée utilisant l'indie eetif de Maxwell-Garnett et pour sphère
équivalente elle de même volume que elui de l'enveloppe onvexe. Quant aux aratéristiques
géométriques, il s'agit du volume de matière normalisé par une sphère de diamètre PVEC , ave
la distane inter-partiules moyenne. On obtient alors l'équation suivante :
CscaXu = 0.81 ·MA7 · CG
0.11
1 · CG
−0.66
3 ± 8.37% (5.17)
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La gure Fig. 5.6 fait apparaître la répartition des agrégats en fontion de leur Csa moyen,
de l'éart normalisé entre Csa moyen et Csa approximé, et un paramètre de onstrution.
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Fig. 5.5  Représentation onjointe du Csa moyen de haque agrégat Csca
Xu
(Agn) et des éarts
relatifs (Csca
Xu
(Agn) − Csca
App
L4 (Agn))/Csca
Xu
(Agn), pour la loi L4 appliquée à la méthode
approhéeMA7 et aux aratéristiques géométriques (CG1, CG3), (A,α, β) = (0.81, 0.11,−0.66)
(Npp > 13, maille HC, remplissage homogène des enveloppes)
Les gures Fig. 5.5(a) et Fig. 5.5(b), montrent que l'erreur est en majorité due aux agrégats
d'enveloppe onvexe anisotrope, mais surtout omposée d'un très faible nombre de partiules. Si
on alule l'erreur en tenant ompte seulement des agrégats onstitués de plus de 50 partiules,
l'erreur passe de 8.37% à 7.8%. La répartition des agrégats est alors la suivante :
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Fig. 5.6  Représentation onjointe du Csa moyen de haque agrégat Csca
Xu
(Agn) et des éarts
relatifs (Csca
Xu
(Agn) − Csca
App
L4 (Agn))/Csca
Xu
(Agn), pour la loi L4 appliquée à la méthode
approhée MA7 et aux aratéristiques géométriques (CG1, CG3), pour les agrégats tels que
Npp > 50 (maille HC, remplissage homogène des enveloppes)
On peut voir d'après la gure Fig. 5.6(a) que le taux de remplissage est également onsidéré
et que l'erreur en est dorénavant indépendante. Cependant, il apparaît dans la gure Fig. 5.6(b)
que les agrégats d'enveloppe anisotrope demeurent diiles à approher optiquement : le Csa
moyen est sous-estimé pour les agrégats d'enveloppe allongée. Il est surestimé pour les agrégats
d'enveloppe aplatie.
5.3.3 Robustesse
La loi L4 est dépendante des paramètres réels (A,α, β). Préédemment on va vu qu'elle
est optimale pour la ombinaison Comb = (MA7, CG1, CG3) de méthodes optiques appro-
hées et aratéristiques géométriques. Les oeients optimaux pour ette ombinaison sont
(A0, α0, β0) = (0.80776, 0.10894,−0.65890) à 10−5 près. L'erreur de ette loi vis-à-vis du modèle
de Xu est alors de E0 = 0.0837, soit 8.37%.
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Pour la ombinaison optimale Comb, on veut étudier les variations de l'erreur en fontion des
variations de (A0, α0, β0) an d'évaluer la stabilité du modèle obtenu.
Pour ela est onsidéré un ube entré en (A0, α0, β0) et de té c ∈
{
2 · 10−3; 2 · 10−2; 2 · 10−1
}
.
On simule 50 points aléatoirement hoisis dans e ube. Ils sont de oordonnées (Am, αm, βm),m ∈
{1, ...50}. Pour haque m ∈ {1, ...50} est réévaluée la loi L4m = L4(Am, αm, βm) sur l'éhan-
tillon d'agrégats, puis l'erreur Em. Cette dernière orrespond à l'erreur E (f. Eq. 5.18) pour la
loi L4m :
Em = E(L4m)
=
1
N
N∑
n=1

∣∣∣CscaXu(Agn)− CscaAppL4m(Agn)∣∣∣
Csca
Xu
(Agn)

(5.18)
La robustesse du modèle est évaluée par l'éart moyen entre l'erreur E0 et les erreurs issues
des simulations : Em,m ∈ {1, ...50} :
Robustesse =
1
50
50∑
m=1
∣∣E0 − Em∣∣
E0
(5.19)
La simulation des 50 uplets (Am, αm, βm) a lieu dans des ubes de té c de plus en plus
large, et entrés en (0.80776, 0.10894,−0.65890).
 si c = 2 · 10−3 la robustesse vaut 0.057%,
 si c = 2 · 10−2 la robustesse vaut 0.54%,
 si c = 2 · 10−1 la robustesse vaut 12.69%.
On peut don dire que la loi Csca
Xu
= 0.81 ·MA7 · CG0.111 · CG
−0.66
3 possède une erreur de
8.37% et que le modèle est stable ave des oeients (A0, α0, β0) = (0.80776, 0.10894,−0.65890)
approhés à 10−2 près, 'est-à-dire (0.81, 0.11,−0.66).
5.4 Conlusion
L'étude présentée dans ette partie met en plae des méthodes d'approximation de la valeur
de Csa moyen d'un agrégat, alulé via le modèle optique de Xu. Elle révèle la diulté d'avoir
une approximation de bonne qualité étant donné l'éhantillon des agrégats dont les géométries
sont assez disparates. Il s'avère que les agrégats les plus diiles à approher optiquement sont
les agrégats très anisotropes.
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Nous avons déterminé des lois permettant d'établir un lien entre le Csa moyen aux Csa
obtenus par des méthodes approhées et des aratéristiques géométriques des agrégats. Les lois
xées répondent à des ritères liés à la physique, e qui permet de réduire le très grand hoix
de lois possibles. Ces lois sont représentatives de l'ensemble des lois possibles et sont issues de
l'observation du omportement du Csa étudié dans le hapitre préédent.
Parmi es lois, elles permettant d'obtenir les erreurs les plus faibles sont les lois faisant inter-
venir au moins deux aratéristiques géométriques. En eet, elles permettent naturellement de
prendre en ompte plusieurs aspets de la géométrie des agrégats. Cependant, malgré le fait que
deux aratéristiques géométriques apparaissent dans es deux lois, l'anisotropie des agrégats
n'est pas une aratéristique retenue pour le mieux approher le Csa d'un agrégat : le Csa est
en général surestimé pour les agrégats de forme aplatie, et il est surestimé pour les agrégats de
forme allongée. Deux possibilités s'orent à nous.
La première onsiste à utiliser des lois prenant en paramètre plus de deux aratéristiques géo-
métriques. Elle a pour inonvénient de multiplier les possibilités sur les lois, mais surtout perdre
le sens de e qui inuene prioritairement la valeur de Csa d'un agrégat : multiplier les ara-
téristiques géométriques ne ferait que noyer les informations importantes.
De l'étude des quatre lois étudiées, on peut déduire que les aratéristiques géométriques les
plus inuentes sur le Csa sont le volume de matière, la distane inter-partiules moyenne et le
rapport des diamètres de Féret.
Une deuxième possibilité repose sur l'observation suivante : onsidérant les quatre ouples
optiques (matériau, longueur d'onde) de nos travaux, la sphère de volume équivalent à l'enveloppe
onvexe des agrégats fait que ertains agrégats ne se trouvent pas dans le même  domaine
optique  : les agrégats de ouple optique (ZnS, λ = 400nm) se trouvent dans une zone non
monotone des ourbes Eaité de diusion vs. Paramètre de taille (f. gure Fig. 3.10). Même
si la position sur la ourbe ne orrespond qu'à une sphère théoriquement équivalente, ela peut
justier que les agrégats tels que PVEC=300 et de ouple optique (ZnS, IR) soient exentrés par
rapport aux autres agrégats, augmentant la valeur de l'erreur.
Entre les deux lois doubles L3 et L4, la plus  naturelle , physiquement parlant, est la loi L4.
Cette méthode est a priori plus intéressante que la préédente ar elle est un ompromis entre
omplexité, sens physique et préision :
CscaXu = 0.81 ·MA7 · CG
0.11
1 · CG
−0.66
3 ± 8.37% (5.20)
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5.5 Disussion
La relation Eq.5.20 permet un alul rapide de la setion eae de diusion d'un agrégat de
partiules primaires pour un matériau très diusant. Il n'existe atuellement ni orpus théorique,
ni approximation pour la aluler. Cei est du essentiellement à l'indie de réfration élevé du
matériau. L'expression proposée omporte des termes ne présentant pas tous la même importane.
Nous allons les examiner suessivement par ordre déroissant d'importane.
5.5.1 La méthode d'approximation MA7
Cette approximation repose sur le alul de la setion eae de diusion d'une sphère (dite
équivalente) ayant pour volume elui de l'enveloppe onvexe et pour indie de réfration, un
indie eetif issu de la relation de Maxwell-Garnett. Elle omporte deux simpliations par
rapport au problème posé :
 le hoix d'une sphère pour objet équivalent gomme l'anisotropie des agrégats étudiés. Ce-
pendant, il onvient de rappeler qu'il n'existe pas de alul simple de Csa, et don large-
ment diusé dans la ommunauté sientique, pour des objets anisotropes. Il faut ajouter
que l'étude d'agrégats sub-mirométriques limite le alul à la partie non osillatoire de la
ourbe Csca = f(α) pour une sphère.
 l'indie de réfration eetif est alulé à l'aide de la relation de Maxwell-Garnett. Cette
dernière est théoriquement limitée à des objets de grande porosité et d'indie de réfration
voisin de elui du milieu environnant. Il est étonnant qu'elle donne un résultat orret pour
des objets ne vériant pas es deux ritères.
5.5.2 La aratéristique géométrique CG3
La aratéristique géométrique retenue est la distane moyenne entre paires de partiules
primaires normalisée par le diamètre de la sphère équivalente. Elle va quantier l'anisotropie
de l'objet. Là enore, la distribution des distanes entre paires et ses moments apparaissent
naturellement dans le alul des propriétés optiques d'objets ave un indie de réfration voisin
de elui du milieu environnant (approximation de Rayleigh-Debye-Gans). Son extension à des
objets d'indie de réfration élevé est inertaine, ar, dans e dernier as, e n'est plus l'interation
de la lumière ave haque paire de partiules primaires qui va opérer, mais elle ave l'ensemble
de partiules primaires (agrégat). Ainsi, dans le as de matériaux à faible ontraste optique,
'est la ontribution de toutes les paires de partiules primaires qui est déterminante, alors que,
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pour les matériaux à indie de réfration élevé, la diusion multiple joue un rle très important.
L'exposant (-2/3) dans la loi de puissane est aussi présent pour des objets anisotropes répondant
à l'approximation de Rayleigh-Debye-Gans [Gruy 11℄.
5.5.3 La aratéristique géométrique CG1
Cette aratéristique géométrique est une fration volumique de matière dans l'agrégat, dé-
nie omme le rapport entre le volume de matière et le volume de l'enveloppe onvexe. Ce terme
est de moindre importane, ar l'exposant orrespondant possède une faible valeur. Il peut être
interprété omme une orretion à l'appliation de MA7. Cette dernière utilise expliitement, au
travers de l'expression de Maxwell-Garnett, ette aratéristique géométrique. Il faut noter que
l'expression Eq. 5.20 appliquée à une enveloppe onvexe sphérique onduit à (CG3 = 0.515) :
Csca
Xu
= 1.256 · (CG1)
0.11 ·MA7
C'est don le terme 1.256 · (CG1)0.11 qui est le terme orretif pour des matériaux très diu-
sants. En onlusion, l'expression proposée (Eq.5.20) permet l'évaluation de la setion eae de
diusion de e type d'objet ave une préision ompatible ave l'erreur de mesure. Les paramètres
géométriques pertinents sont les mêmes que eux apparaissant dans la théorie des objets peu dif-
fusants. Une analyse plus profonde de l'équation Eq.5.20 pourrait reposer sur une approximation
de Maxwell-Garnett modiée, intégrant le terme 1.256 · (CG1)0.11 .
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Chapitre 6
Conlusion et perspetives
Dans ette thèse, nous avons mis en plae un modèle mathématique reliant les paramètres
optiques (la setion eae de diusion) aux paramètres géométriques d'un agrégat. Ce modèle
a été établi sur l'étude d'un éhantillon omposé de 1792 agrégats. Ces agrégats présentent des
aratéristiques optiques et géométriques assez diverses, permettant d'être représentatifs d'une
large gamme de as : les agrégats submironiques présentant deux niveaux d'éhelles dont le pre-
mier est modélisé par des partiules sphériques, et onstitué d'un matériau à fort indie optique.
Dans un premier temps, nous avons déni sous quelle forme utiliser le paramètre optique
de diusion permettant de aratériser optiquement un agrégat. La setion eae de diusion
étant un paramètre dépendant de l'orientation du faiseau inident par rapport à l'agrégat, nous
avons hoisi, parmi les diérentes possibilités, de travailler ave la setion eae moyenne de
diusion notée Csca
Xu
. Ce paramètre est alulé par le modèle de Xu, appelé GMM (Generali-
zed Multipartile Mie solution). Le paramètre étudié est issu d'une moyenne arithmétique sur n
orientations du faiseau uniformément réparties autour de l'agrégat.
Dans un seond temps, nous avons déni un ensemble de paramètres géométriques, an de
aratériser spatialement les agrégats. Nous avons herhé leurs dépendanes au moyen de dié-
rentes méthodes.
Nous avons ensuite étudié les variations du Csa moyen des agrégats en fontion de la va-
riation des propriétés géométriques et optiques des agrégats, qu'il s'agisse de paramètres xés
lors de l'élaboration des agrégats (taille, volume global, rayon des partiules primaires) ou bien
des aratéristiques géométriques : paramètres déduits des préédents (exemple : le volume de
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matière, la distane inter-partiules primaires...). Nous avons établi une loi exprimant Csca
Xu
sous la forme d'une fontion puissane des paramètres de onstrution. Cette loi donne une ap-
proximation du Csa moyen des agrégats ave une erreur de 39%, laquelle n'est pas aeptable
pour une utilisation pratique. L'analyse des aratéristiques géométriques a révélé que, parmi
elles séletionnées, la aratéristique géométrique ayant le plus d'inuene sur la valeur de Csa
est le voisinage V12 moyen, noté V 12. En eet, nous avons observé que de faibles variations de
ette aratéristique entrainent d'importantes variations de Csa, ave ependant une dispersion
importante.
Suite à ela, nous avons étudié l'approximation du Csa moyen des agrégats au regard des
méthodes optiques approhées. Parmi les diérentes méthodes approhées étudiées, la meilleure
approximation fournit une erreur moyenne de 34%. Il s'agit d'une méthode utilisant un indie
de réfration eetif suivant le modèle de Maxwell-Garnett, pour forme équivalente, approximée
par une sphère de même volume que elui de l'ellipsoïde d'inertie.
Enn, un dernier modèle a été mis en plae. Il s'agit d'un modèle optio-géométrique qui
approhe, par une loi de type puissane le Csa moyen des agrégats, et reposant sur le Csa
obtenu par une ou deux méthode(s) approhée(s), et utilisant une ou deux aratéristique(s)
géométriques. Quatre lois de e type sont ainsi testées. Parmi elles, nous avons retenu une loi
(L4) pour deux raisons. D'une part, elle permet une des meilleures approximations par rapport
aux trois autres lois. D'autre part, elle présente l'avantage d'être un ompromis entre omplexité,
sens physique et préision. Cette loi donne une approximation du Csa moyen des agrégats ave
une erreur de 8.3%. Elle met en ÷uvre une méthode approhée lassique et deux aratéris-
tiques géométriques. La méthode approhée est elle utilisant un indie eetif issu du modèle de
Maxwell-Garnett, et une sphère ompate de même volume que l'enveloppe onvexe. Les deux
aratéristiques géométriques sont le volume de matière normalisé par le volume de l'enveloppe
onvexe et la distane inter-partiules moyenne normalisée par le diamètre PVEC . Cette méthode
approhée optique et es deux aratéristiques géométriques onstituent une ombinaison mini-
misant ette loi appelée dans nos travaux L4. De plus, l'étude de la stabilité des oeients de
la loi L4 révèle que eux-i le sont à 10−2 près, e qui lui onfère une robustesse au modèle obtenu.
Les résultats de e travail ont don permis d'établir des relations entre des paramètres géo-
métriques et la setion eae de diusion d'un ensemble d'agrégats de partiules sphériques,
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présentant deux niveaux d'éhelles, onstitués d'un matériau non-absorbant mais très diusant.
Un premier axe de perspetives onerne l'analyse des Csa diretionnels. En eet, nous avions
hoisi d'étudier la valeur de Csa moyen d'un agrégat, elle-i orrespondant à la moyenne arith-
métique des valeurs diretionnelles, obtenues sur des orientations du faiseau, distribuée de façon
uniforme sur l'agrégat. Mais lors de nos reherhes, nous avons reensé et mis en plae plusieurs
outils. Tout d'abord, l'analyse des distributions simples, umulées ou en barres des Csa dire-
tionnels permettrait d'obtenir une signature optique des agrégats en fontion de leur géométrie.
Un autre outil, original, permettrait d'aéder à de nombreuses informations : la artographie
3D optique des agrégats. Il permet de faire diretement le lien, visuellement, entre optique et
géométrie. Cependant, il est possible de développer une analyse plus ne de e lien, par toutes
les informations auxquelles il est possible d'aéder grâe à et outil.
Par ailleurs, analyser le Csa diretionnel des agrégats permettrait de faire un pont entre l'ana-
lyse théorique de la aratérisation optique et géométrique des agrégats. Un premier lien est
possible par les Csa moyens. En eet, en turbidimétrie, la mesure de Csa obtenue est une
mesure moyenne sur un ensemble de grains en suspension dans un liquide.
Un seond axe de perspetives est envisageable. Il s'agit d'analyser les liens entre les résultats
théoriques et les résultats expérimentaux. Nous avons pensé à trois sortes d'expérienes à mettre
en relation ave le Csa d'un agrégat.
Tout d'abord la turbidimétrie relève des valeurs de Csa qui sont moyennées ar la diusion
opère sur une poudre en suspension dans un liquide, haque grain étant dans une position ou
orientation qui lui est propre. Cette mesure peut don être mise en relation ave le Csa moyen
des agrégats. Ainsi, on peut vérier si le Csa expérimental est en relation ave le Csa théorique.
Nos résultats théoriques pourraient également être omparés à eux obtenus sur une expériene
à l'éhelle marosopique : un faiseau de miro-ondes est alors envoyé par une antenne émettrie
sur un agrégat de billes de verre. La diusion est alors mesurée par une antenne réeptrie.
Enn, il est possible de développer la mesure du Csa diretionnel en onsidérant ette fois les
grains mirosopiques et anisotropes dans un éoulement. Il s'agirait alors d'analyser leur posi-
tion préférentielle dans et éoulement, et de faire le lien ave les artographies 3D optiques des
agrégats.
Enn, les agrégats modélisés dans e travail présentent une géométrie variée, mais leur nombre
173
a été restreint, par diérentes ontraintes.
Une première ontrainte est liée à un nombre de partiules primaires minimum. Il serait don
intéressant d'une part de onsarer une étude partiulière aux agrégats onstitués d'un faible
nombre de partiules. En eet, es agrégats semblent suivre optiquement des lois qui leur sont
propres.
Nous avons également éarté de notre étude des agrégats dont le remplissage des enveloppes est
 reux  (omme des oquilles), ar leur omportement optique semble suivre d'autres types de
loi.
Enn, nous n'avons pas onsidéré les agrégats onstruits sur la maille ubique simple, pour les
mêmes raisons.
D'une manière générale, il serait intéressant de refaire ette étude sur une plus grande variété de
géométrie d'agrégats, et notamment des agrégats présentant plus de deux niveaux d'éhelle.
Conernant les propriétés optiques des agrégats, nous avons onsidéré des longueurs d'onde
balayant tout le domaine du visible. Nous nous sommes ependant restreint à deux valeurs
d'indies optiques élevés. Cette étude pourrait également être menée sur des agrégats à indie
optique moyen et faible. Une omparaison pourrait alors être établie entre les diérents domaines
optiques d'étude.
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Annexe A
Fontion de distribution du voisinage
V12
Son prinipe est similaire à elui des deux fontions préédentes. Il onsiste à appliquer la
fontion de distribution radiale à haque entre de partiule et à aluler le rayon néessaire pour
englober les 12 plus prohes voisins. Le nombre 12 a été hoisi ar en maille hexagonale ompate
haque partiule possède dans les as le as de densité maximale 12 voisins.
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Fig. A.1  Illustration des voisinages V12 pour des d'enveloppes ylindriques, Rpp = 10, PVEC =
300, maille HC
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Fig. A.2  Illustration des voisinages V12 pour des d'enveloppes ellipsoïdales, Rpp = 10, PVEC =
300, maille HC
Il apparaît que le voisinage V12 est un paramètre géométrique permettant une aratérisa-
tion de la struture interne des agrégats. Nous le retiendrons don pour voir son inuene sur les
valeurs de Csa.
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Annexe B
Geometrial haraterization of various
shaped 3D-aggregates of primary
spherial partiules by radial
distribution funtions
([Lagarrigue 10a℄)
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Abstrat
Multi-sale aggregates are omposed of partiles whih results themselves of agglomeration
of other primary partiles. If partiles are modeled by their enters, the geometrial harate-
rization of aggregates refers to point pattern analysis. Radial distribution and funtion of pairs
allow a desription of the point pattern to be performed. They desribe how points are radially
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B.1. Introdution
paked around eah other. In this paper, the haraterization of dierent simulated aggregates
are omputed and ompared.
B.1 Introdution
In preipitation proess, the nal produt is often obtained in the form of aggregates of par-
tiles, whih themselves onsist of assembling of smaller rystals.
The purpose of this researh work is to haraterize 3D solid aggregates by a morphologial
method. Ultimately, this haraterization will be related with an optial method whih onsists
in analysing the sattering parameter of an aggregate under an inident light beam. Indeed, the
sattering parameter partiularly depends on the internal and external geometry of the aggre-
gates e.g. the hord length distribution (see, for instane Jaquier and Gruy [1℄). The nal aim
of this study is to nd a link between the underlying optial and morphologial parameters.
This paper is foused on the geometrial haraterization of aggregates. Two methods of mor-
phologial haraterization of the internal and external geometry are proposed : the radial dis-
tribution funtion, and the funtion of pairs.
Several experimental studies are then performed with omputationally simulated aggregates. A
omparison of the two proposed methods is arried out for aggregates onstituted by dierent
shape of onvex hulls, dierent ratios of lling, and dierent geometrial shape ratios.
B.2 3D aggregates modelling
To study the aggregates morphology, it is neessary to simulate them in order to understand
the inuene of several geometrial parameters.
First of all, an aggregate is dened by its sale number. In this paper only the ase of
aggregates with two sales is presented.
1. The smaller sale level onsists in spherial partiles (imposed by the optial model [2℄).
The enters of these primary partiles are distributed along the lose-paked hexagonal
mesh [4℄, seleted for its ompatness. The radius is hosen equal to 10 nm beause it is the
usual order of magnitude for primary partiles of the rst sale level in the optial domain.
2. The seond sale level is dened by geometrial shapes : sphere, ube, ylinder, spheroïds
(oblate and prolate). The ylindrial onvex hull is dened by its base diameter and its
xx
B.2. 3D aggregates modelling
height whih is k-proportional to the base diameter, with k ∈ {1; 2; 8; 20}.
The geometry of the two spheroïdal onvex hulls (oblate and prolate) are dened by the
axis a, b and , with an equality between two axis lengths (a = b for example). The third
parameter, , is proportional to the rst one by a fator k, k > 1 for the prolate and
0 < k < 1 for the oblate, respetively. In this paper will be used k ∈ {2; 20} for the prolate
ase and k ∈ {1/2; 1/20} for the oblate ase.
Some examples of aggregates are shown in the gure B.1.
(a) (b) () (d) (e)
(f) (g) (h)
Fig. B.1  Representation of dierent aggregates with a full onvex hull : (a) spherial, (b) ubi,
() ylindrial with k = 2, (d) oblate with k = 1/2, (e) prolate with k = 2, (f) ylindrial with
k = 20, (g) oblate with k = 1/20, (h) prolate with k = 20
Moreover, in order to ompare the aggregates, the volume of their onvex hull is the same
value for all of them. This volume is xed equal to that of a sphere with a 300 nm diameter,
beause this size is an usual order of magnitude of the seond sale length in the optial domain.
The last studied parameter is the lling ratio of the onvex hull by spherial primary partiles :
100%, 75%, 50% and hollow aggregates.
The 100% lling aggregate is omposed of partiles whose enter is inside the onvex hull. This
onvex hull is plaed so that it would be as fullled as possible. The method is shown in the
gure B.2).
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Fig. B.2  Building of the 100% lling spherial onvex hull
The 75% et 50% random lling orrespond to a random hoie (standard uniform law) of,
respetively, 75% and 50% of the partiles seleted in the 100% lling ase.
Conerning the full aggregate, eah primary partiles has 12 adjaent primary partiles, implied
by the losed-paked hexagonal mesh, exept the ones loated on the aggregate's surfae. So, the
partiles onstituting the hollow aggregates are those of the orresponding aggregates with a full
onvex hull, whih doesn't have their 12 neighbours.
The gure B.3 illustrate the dierent lling ratios for the spherial onvex hull.
(a) (b) () (d)
Fig. B.3  Representation of aggregates with a spherial onvex hull and dierent lling ratio :
(a) full lling, (b) hollow lling, () random lling at 50%, (d) random lling at 75%
After aggregates simulation, the study of their geometrial haraterization using two me-
thods is performed in the next setion. The partiles are modeled by their enter. As a onse-
quene the aggregate is analysed suh as a distribution of points (point pattern analysis).
B.3 Geometrial haraterization
Firstly, for eah method, some results are presented to ompare the dierent lling ratios (ex-
plained below) : this is done for only one type of onvex hull (the spherial onvex hull) beause
the omments done for one are similar for the other ones. Next, analogies and dierenes between
aggregates with quasi-similar onvex hull are analyzed : spherial, ubi, ylindrial with k = 2,
oblate with k = 1/2 and prolate with k = 2. Lastly, the ylindrial onvex hull with several
k-parameter values are ompared.
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B.3.1 Radial distribution (RD)
The radial distribution (RD) method uses a sphere S, the enter of whih is hosen within the
aggregate, and the radius r of whih is variable. The value of r starts from 0 and then inreases
until the sphere totally inirles the aggregate.
For eah r value, the number of partile enters inluded in S is alulated. The same proess
ould be done with the partile volume (quantity of matter), inluded in S as shown in Fig.B.4
with an aggregate onstituted of non-onneted partiles. The study is foused on the distribution
of the partile enters. Therefore, the umulative radial distribution funtion (CRDF) an be
extrated with regard to the parameter r. In this paper, the enter of S is the geometrial enter
of the aggregate. Conerning the disretization of the r value, the step between two r values is
xed to 20 nm, beause it is the smallest distane between two partile enters, the radius of one
partile being equal to 10 nm.
Fig. B.4  Proess of radial distribution funtion with an inreasing radius r
Mathematially, the formula for the CRDF is dened by :
CRDF (r) =
Number of particle centers at a distance ≤ r
Total number of particles in the aggregate
(B.1)
Sine the aggregates have similar volume and are built along the same mesh, the fous has
been plaed on the partile mean number, normalized or not by the total number of partile
within the aggregate.
B.3.1.1 Charaterization of the lling ratios of one onvex hull
Fig.B.5 shows the CRDF for the spherial onvex hull aggregates with dierent lling ratios.
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Fig. B.5  Radial umulative distribution funtion for the aggregates with a spherial onvex
hull and dierent lling ratios. The graph (a) is non-normalized. In (b) the number of enters
inluded in S is normalized (CRDF(r)) by the total number of partiles within eah aggregate.
In Fig.B.5(a), it an be notied that random lled aggregates are uniformely lled, beause
for eah value of r, the ratios 50% and 75% are onserved between the onerned urves, until
the r-value equal to the onvex hull radius.
In Fig.B.5(b), for aggregates with full onvex hull, or lled at 75% or at 50% respetively, the
normalized number of inlusion follows the same urve. This urve's equation is f(r) = r
3
R3
, where
r and R are the radius of the sphere S, and the radius of the spherial hull, respetively. This
equation omes from the fat that the distribution of the enters is uniform (standard uniform
law). Consequently, the normalized radial umulative distribution funtion with the aggregate
is alulated as the volume of the sphere S, normalized by the volume of the onvex hull of the
aggregate.
However, this is dierent for the aggregate with a hollow onvex hull. Indeed, the partiles are
along the onvex hull so that the enters are inluded at the same step. It is the reason why, the
urve for the hollow spherial onvex hull is (theorially) a Heaviside funtion (see Fig. B.5(b)).
B.3.1.2 Charaterization of aggregates of quasi-similar onvex hulls
Spherial, ubi, ylindrial, prolate with k = 2 and oblate k = 1/2 (Fig.B.7) onvex hull
aggregates are now studied.
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Fig. B.6  (a) CRDF for quasi-similar and full onvex hull aggregates. (b) CRDF for only the
ubi onvex hull.
The CRDF urves orresponding to eah type of onvex hull are dierent. All the urves have
a ommon part : there, S is inluded within the aggregate. The equation of the radial umulative
distribution funtion is linked to the volumi fration of the variable sphere S (Fig.B.5(b)). It is
the reason why four phases in the urve orresponding to the ubi onvex hull aggregate an be
observed as in Fig.B.6(b) and Fig.B.7.
(a) (b) () (d)
Fig. B.7  For the ubi onvex hull, visualisation of the dierent phases CRDF urve
The rst graph (Fig. B.7(a)), is idential for all the type of onvex hull : this is the phase
where the variable sphere is totally inluded in the aggregate.
The seond phase (Fig. B.7(b)), is when the sphere overows the aggregate forming spherial
aps. The form of the ap basis depends on the aggregate onvex hull : it is plane for the ubi
onvex hull, but, for example, urved for the oblate.
In some ases, there may be a third phase (Fig. B.7()), where the aps begin to join, even if
the aggregate is not totally inirled. For example, onerning the ubi onvex hull, aps join
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before that the orners would be inside the variable sphere S. The ultimate phase (Fig. B.7(d))
starts when the aggregate is totally inirled.
B.3.1.3 Charaterization of aggregates with the same onvex hull and several as-
pet ratios
The gure B.8 shows the results for a ylindrial onvex hull with several values for the
parameter k (shape ratio).
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Fig. B.8  CRDF for ylindrial and full onvex hull aggregates with several shape ratio k
As mentioned for the previous graph, four phases of the umulative radial distribution fun-
tion urve an be seen (Fig.B.9), espeially for the ase with k = 1. These four stages an be
also observed for k 6= 1 ases. As all the onvex hulls have the same volume, the larger k is, the
shorter the base diameter is (and longer the heigth is). Thus the more large is k, the longer the
seond phase is, ontrary to the others phases.
(a) (b) () (d)
Fig. B.9  Four phases for CRDF of the ylindrial onvex hull aggregates
To onlude on this rst quantiation method, the radial distribution method allows to
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diereniate the external struture of an aggregate.
B.3.2 Funtion of pairs
The funtions of pairs are morphologial funtions developped by means of integral geometry
in Santalo [5℄. They at as radial distribution funtions, but are applied to eah enter of the
partiles onstituting an aggregate. A pair designates the distane between a ouple of partile
enters. This funtion is losed to Ripley's funtion exposed in [6℄. In the works of Gruy [7℄ are
expressed the analytial pairs distribution funtions of a spheroïd, oblate and prolate. In this
paper, a simulated umulative distribution of inter-enters distanes (averaged over the total
number of pairs) is then omputed.
The mathematial formula of the umulative pair distribution funtion (CPDF) is :
CPDF (r) =
Number of pairs ≤ r
Total number of pairs in the aggregate
(B.2)
B.3.2.1 Charaterization of the lling ratios of one onvex hull
The results for the spherial onvex hull aggregates ar shown in Fig.B.10.
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Fig. B.10  Inter-enter distanes distribution for the aggregates of spherial onvex hull, with
dierent lling ratios. (a) non-normalized ase. (b) Distribution normalized by the total number
of inter-enters distanes of eah aggregate respetively, i.e. CPDF
As in the CRDF, the CPDF does not distinguish the lling ratio. Indeed, after normalization
by the total number of inter-enters distanes of eah aggregate respetively, the urves of 100%,
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75% and 50% exatly oinide. Besides, the urve of the hollow onvex hull aggregate remains
isolated.
In Fig.B.10, espeially in Fig.B.10(b), a inetion point of the urves an be notied. It
means that, for the spherial onvex hull aggregate, there is a partiular inter-enters distane
(about 150 nm), whih is the same for full, 75% and 50% lling ratios, and another partiular
inter-enters distane for the hollow spherial onvex hull whih is equal to 250 nm.
B.3.2.2 Charaterization of aggregates of quasi-similar onvex hulls
The results obtained for quasi-similar full onvex hull aggregates are ompared (Fig.B.11).
The CPDF for pherial, ubi, ylindrial, prolate with k = 2 and oblate with k = 1/2 onvex
hull aggregates are alulate and shown in the gure B.11 .
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Fig. B.11  CPDF for quasi-similar onvex hull and full aggregates (spherial, ubi, ylindri
with k=2, oblate with k=1/2, prolate with k=2=)
As in the gure B.10, an inetion point is also observed at some inter-enters distane
values in the gure B.11. These values are the same for the dierent onvex hulls presented, and
orresponds to a statistial mode (a lass of the distribution having the maximum of elements).
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B.3.2.3 Charaterization of aggregates with the same onvex hull type and several
shape ratios
A similar inetion point an be remarked in the gure B.12, whih represents the results
for aggregates with a ylindrial of onvex hull, and dierent values for the k-parameter (1, 2, 8,
20).
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Fig. B.12  CPDF for full and ylindrial onvex hull aggregates, with dierent shape ratio k
Firstly, a proportionality between the largest inter-enters distane values of eah ylindrial
onvex hull aggregate and the k-parameter an be onrmed by the gure B.12.
Further, the inetion point an be loated for smaller inter-distane value while k-parameter
inreases.
The inter-enters distane orresponding to the inetion point, and the maximal inter-enters
distanes of eah CPDF haraterize the isotropy of the aggregate shape. These relation between
these two elements haraterize if the aggregate is hunhed up (ubi, oblate onvex hulls) or if
the hull presents extensions (ylindri onvex hull with k=8 or 20...), or anisotropies.
B.4 Conlusion and perspetives
This artile deals with two statistial methods for the morphologial haraterization of an
aggregate of spherial partiles. In a rst time, umulative radial distribution funtion allows
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an external analysis of the onvex hull aggregate to be performed. In addition, this funtion
is linked with the volumi fration of the sphere S, normalized by the volume of the onvex
hull of the aggregate. It would be interesting to nd analytially the equation of this funtion.
On a seond time, the analysis of the umulative distribution funtion of pairs, i.e. distanes
between all of the partile enters of an aggregate, is performed. This analysis has shown that
two elements seem to be important in the distribution of inter-enters distanes : the inetion
point and the spreading of all the distanes. These two parameters haraterize the isotropy
of the aggregates shape. A good disrimination between the dierent onvex hulls is reahed
with the two methods. However, they don't allow distinguishing the internal struture of the
aggregates. For a better disrimination ofa ggregates, the authors are urrently working on their
geometrial haraterization using more spei tools of point pattern analysis.
xxx
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Annexe C
Géométrie
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C.1 Tenseurs d'inertie
Comme nous avons pu le voir dans le hapitre 2, il existe dans la littérature plusieurs dé-
nitions possibles pour le paramètre d'anisotropie. En 2D il est souvent assimilé à un fateur
d'élongation. En 3D, un fateur ne sut pas, et il faut en général en prendre au moins deux.
Dans l'étude présentée dans e manusrit, les agrégats sont à symétrie entrale. Cela implique
qu'un paramètre uniquement sut.
En dimension 3, la géométrie propose un outil très eae pour aratériser l'anisotropie
d'un ensemble : il s'agit de la matrie d'inertie d'une forme géométrique (f. Annexe Matrie ou
tenseur d'inertie).
A partir de et outil un ellipsoïde équivalent peut être déni (f. travaux de [Karnesky 07℄,
[Chevalier 05℄, [Bardinet 95℄). L'idée onsiste à aluler la matrie (le tenseur) d'inertie T des
agrégats. Pour ela posons x = {xi}i=1:N , y = {yi}i=1:N et z = {zi}i=1:N respetivement les
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veteurs des absisses, ordonnées et tés des N entres des partiules omposant l'agrégat étudié.
On a alors :
T =
1
N
N∑
i=1

(yi − y)2 + (zi − z)2 −(yi − y)(xi − x) −(zi − z)(xi − x)
−(yi − y)(xi − x) (xi − x)2 + (zi − z)2 −(zi − z)(yi − y)
−(zi − z)(xi − x) −(zi − z)(yi − y) (xi − x)2 + (yi − y)2
 (C.1)
La matrie obtenue est réelle et symétrique don diagonalisable. On obtient une matrie de
la forme :
D =

λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3
 (C.2)
On a don D = P−1TP où P est la base des veteurs propres assoiées aux valeurs propres
de T.
On ompare maintenant la matrie D à la matrie d'inertie J d'un ellipsoïde de demi-axes
a1, a2 et a3 :
D =
1
5

a22 + a
2
3 0 0
0 a21 + a
2
3 0
0 0 a21 + a
2
2
 (C.3)
On obtient ainsi les égalités suivantes :
a21 =
5
2
(λ2 + λ3 − λ1)
a22 =
5
2
(λ1 + λ3 − λ2)
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a23 =
5
2
(λ1 + λ2 − λ3)
Les paramètres a1, a2, a3 dénissent ainsi les demi axes de l'ellipsoïde équivalent à notre
objet initial.
A partir de là, pour dénir un paramètre d'anisotropie PA pour les agrégats, il existe dif-
férentes possibilités. Nous en avons hoisi deux, dénis de la façon suivante, en onsidérant
a1 > a2 > a3. :
PATI1 =
√
a2 · a3
(a1)2
(C.4)
PATI2 =
√
(a3)2
a1 · a2
(C.5)
Les paramètres d'inertie seront utilisés dans ette étude ar haun aratérise l'anisotropie
des agrégats. Par ailleurs, un paramètre d'anisotropie de ette forme a été utilisé dans les travaux
de Shen et al. en 2008 [Shen 08℄ an de simplier l'étudie les propriétés optiques d'un agrégat
par le biais d'une ellipsoïde équivalente.
Un autre artile [Khlebtsov 10℄ a herhé à étudier les propriétés optiques d'agrégats en
fontion d'un  rapport d'aspet . C'est e que, dans notre étude, nous appelons K. Il s'agit du
rapport du plus petit axe d'une enveloppe onvexe sur le plus grand. Dans notre étude :
K = {1, 2, 8, 20} (C.6)
C.2 Analyse en omposantes prinipales
C.2.1 Inertie d'un solide déni par un ensemble de points
Considérons le solide S déni par un ensemble ni de n points. On peut résumer le solide à
la matrie suivante :
N =

x1,1 · · · x1,3
.
.
.
.
.
.
.
.
.
xn,1 · · · xn,3
 (C.7)
Notons respetivement haque olonne X1,X2,X3, veteurs qui regroupent respetivement
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les absisses, les ordonnées et les tes.
Notons g le baryentre de es points, g a pour oordonnées X1,X2,X3.
L'inertie totale du nuage de points s'érit :
Ig =
1
n
n∑
i=1
d2(g,Xi) (C.8)
Fig. C.1  Inertie totale d'un ensemble de points
Cette inertie totale orrespond au arré de la distane moyenne des points au entre de gra-
vité du nuage.
On voit que l'inertie d'un objet onstitue un fateur d'anisotropie pour elui-i.
Considérons un axe H traversant le nuage de points et passant par g. On peut alors déom-
poser l'inertie d'un objet de la façon suivante :
1
n
n∑
i=1
d2(Xi, g) =
1
n
n∑
i=1
d2(Xi, X̂i) +
1
n
n∑
i=1
d2(X̂i, g) (C.9)
où X̂ = (X̂1, X̂2, X̂3) est l'ensemble des points réés par projetion des points (X1,X2,X3)
sur H f gure Fig. C.2.
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Fig. C.2  Déomposition de l'inertie : à partir de la projetion des points sur H
Ainsi on peut dénir deux types d'inerties partielles :
1. Inertie expliquée par H
Iexp(H) =
1
n
n∑
i=1
d2(g, X̂i) (C.10)
2. Inertie résiduelle autour de H
Ires(H) =
1
n
n∑
i=1
d2(Xi, X̂i) (C.11)
En fontion de e qu'on veut faire, il existe plusieurs méthodes pour hoisir H. Généralement,
on reherhe H de façon à maximiser l'inertie expliquée et don minimiser l'inertie résiduelle (f.
Annexe sur l'ACP).
En analyse d'image, par exemple, es valeurs permettent de dénir un fateur d'allongement
de l'objet (f. Ellipse de Legendre).
C.2.2 Prinipe de l'analyse en omposantes prinipales
L'analyse en omposantes prinipales (ACP) onsiste à extraire l'essentiel de l'information
ontenue dans le tableau de données et d'en fournir une représentation se prêtant plus aisément
à l'interprétation.
Considérons un tableau de mesure dont les n lignes représentent des individus statistiques (les
points ou les individus sur lesquels on regarde l'inuene des paramètres), et dont les p olonnes
représentent des variables quantitatives (par exemple les oordonnées de points dans l'espae, ou
des paramètres que l'on veut faire varier). Notons X1, ...,Xp es olonnes.
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X =

x1,1 · · · x1,p
.
.
.
.
.
.
.
.
.
xn,1 · · · xn,p
 (C.12)
Le tableau peut s'interpréter de façon géométrique par des points de deux espaes diérents :
un espae de dimension n qui est elui des individus et qui aura p points, et un espae de dimen-
sion p qui est elui des variables et dans lequel on représentera n points.
Pour extraire l'essentielle de l'information, l'ACP part de ette représentation géométrique
et va reherher l'axe H qui va maximiser son inertie (f. Annexe inertie que nous généralisons
ii à non plus 3, mais p variables).
Pour ela, on repart de l'expression de l'inertie totale du nuage des individus :
Ig =
1
n
n∑
i=1
d2(g,Xi) =
1
n
n∑
i=1
p∑
j=1
(xji − xj)
2 =
p∑
j=1
1
n
n∑
i=1
(xji − xj)
2 =
p∑
j=1
σ2j (C.13)
Don l'inertie totale est égale à la trae de la matrie de ovariane.
Par ailleurs, le théorème de Huygens énone une déomposition de ette inertie totale de la
façon suivante : si on déompose un espae de dimension p en somme de sous-espae de dimension
1 et orthogonaux entre eux (somme direte), on obtient que l'inertie totale, IG, est égale à la
somme des inerties portées par haun de es sous-espaes de dimension 1, don de es axes.
C'est-à-dire que si on a : R
p = H1 ⊕H2 ⊕ . . . ⊕Hp, alors on peut érire : IG = Iexp(H1) +
Iexp(H2) + . . . + Iexp(Hp)
Or, d'une part, une matrie diagonalisable a pour trae la somme de ses valeurs propres,
d'autre part, une base de veteurs propres répond aux ritères au théorème de Huygens.
Des deux remarque préédentes, il déoule que l'inertie totale d'un nuage d'individus peut se
déomposer en somme d'inertie portée par la base de veteurs propres de sa matrie de varianes-
ovarianes. Et on montre que l'inertie exprimée par une des valeurs propres est égale à la valeur
propre qui lui est assoiée. Et l'axe Hi pour lequel le nuage des individus a l'inertie maximum a
pour veteur direteur unitaire le premier veteur propre, assoié à la plus grande valeur propre
de la matrie de ovariane.
Préision : pour aluler les valeurs propres, on peut onsidérer deux as :
1. On peut tout d'abord entrer les variables. Dans e as on onsidère la matrie suivante :
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X¯ =

X1,1 − X¯1 · · · X1,p − X¯p
.
.
.
.
.
.
.
.
.
Xn,1 − X¯1 · · · Xn,p − X¯p
 = X − 1g′ (C.14)
2. On peut également réduire la matrie X. Dans e as on onsidère la matrie suivante :
X˜ =

X1,1−X¯1
σ(X1)
· · · X1,p−X¯pσ(Xp)
.
.
.
.
.
.
.
.
.
Xn,1−X¯1
σ(X1)
· · · Xn,p−X¯pσ(Xp)
 (C.15)
En eetuant le alul
1
n · X¯
′ · X¯ ou 1n · X˜
′ · X˜ , on obtient respetivement la matrie de ova-
rianes ou de orrélations, qui sont symétriques et réelles, don diagonalisables. Par dénition,
haque valeur propre obtenue λi orrespond à l'inertie expliquée par haque sous-espae propre
Hi, de veteur direteur de veteur propre ui. Les Hi sont appelées omposantes prinipales. Si
on ordonne les valeurs propres de façon déroissante, l'ordre des veteurs propres assoiés étant
lié, on obtient que Hp est le pième axe prinipal d'inertie et.
Une omposante prinipale est une ombinaison linéaire des variables initiales. C'est la pro-
jetion des points-individus sur l'axe prinipal. Il y a p omposantes prinipales et l'information
qu'elle résume (λ) déroît de la première à la p-ième.
Pour juger de la qualité d'une ACP, il existe plusieurs types de représentations :
1. Représentation sur des plans prinipaux (engendrés par deux axes prinipaux onséutifs) :
les points représentés sont des projetions sur un plan et non pas un axe.
2. Représentation sur un erle de orrélations : haque variable est positionnée sur le disque
en fontion de la valeur de sa orrélation ave le p-ième axe, en absisse, et le (p+1)ième
axe, en ordonnée.
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Annexe D
Complément de l'étude de l'inuene
des paramètres géométriques de
onstrution sur les valeurs de Csa
moyen
Sommaire
D.1 Inuen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D.3 In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e du paramètre volumique de l'enveloppe onvexe . . . . . . xlvii
D.4 Inuene du rayon de la partiule primaire . . . . . . . . . . . . . . . li
D.5 In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e de la forme de l'enveloppe onvexe pour un rapport d'as-
pet K 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uene du rapport d'anisotropie k, pour une forme d'enveloppe
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Cette annexe vient ompléter la setion 4, dans laquelle est étudiée l'inuene de paramètres
géométriques de onstrution. Dans le orps du doument est déjà analysé l'inuene de la maille
et du taux de remplissage.
Nous allons maintenant étudier les variations du Csa moyen des agrégats en fontion des
variations de la longueur d'onde du faiseau inident.
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D.1 Inuene de la longueur d'onde
Dans ette partie est eetuée l'analyse onjointe des longueurs d'onde, sur des agrégats de
mailles Hexagonale Compate exlusivement. Les gures suivantes (Fig. D.1(a), Fig. D.1(b) et
Fig.D.1()) représentent les résultat obtenus.
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Fig. D.1  Analyse onjointe de l'inuene de la longueur d'onde, pour tous les ouples d'agrégats
Comme pour les paramètres préédents, l'interpolation par une droite onvient. Le lien entre
les trois as de longueurs d'onde onsidérés dans e travail est régi par une équation du type
Eq. 4.4, 'est-à-dire pour rappel :
Y = 10b ·Xa (D.1)
Les points exentrés par rapport aux interpolations onernent des ouples d'agrégats onsi-
tués d'un faible nombre de partiules omme le onrme les gures i-dessous (Fig. D.2(a),
Fig. D.2(b) et Fig. D.2()) représentant les mêmes distributions que préédemment privées des
ouples ritiques.
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Fig. D.2  Analyse onjointe de l'inuene de la longueur d'onde, pour tous les ouples tels que
Npp > 13
Le tableau suivant Tab. D.1 synthétise les données permettant de qualier les interpolations
préédentes (f. Fig.D.1 et Fig.D.2). En eet, e tableau expliite les paramètres des droites d'in-
terpolation respetives ainsi que les moments d'ordre 1 et 2 des erreurs entre haque interpolation
ave sa distribution respetive.
X vs. Y Ehantillon
Y = 10b ·Xa, Moyenne Eart-type
(a, b) : des éarts des éarts
632.8 vs. 800 nm
Tous les agrégats (1.02 ; -0.24) 10% 0.144
Npp > 13 (1.02 ; -0.25) 5.7% 0.044
400 vs. 632.8 nm
Tous les agrégats (1.07 ; -0.40) 15% 0.13
Npp > 13 (1.08 ; -0.40) 12% 0.09
400 vs. 800 nm
Tous les agrégats ( 1.08 ; -0.67 ) 24% 0.23
Npp > 13 (1.10 ; -0.66) 17.1% 0.14
Tab. D.1  Synthèse des données de l'analyse onjointe pour évaluer l'inuene de la longueur
d'onde
Comme dans les parties préédentes, on peut noter que le pourentage d'erreur peut être
diminué en éliminant les agrégats onstitués d'un nombre minimum de partiules primaires (f.
Fig.D.2(a), Fig.D.2(b) et Fig.D.2()).
Les gures Fig.D.1(a) Fig.D.1(b) et Fig.D.1() montrent que, à matériau xé (en l'ourrene
ii ZnS), plus la longueur d'onde est importante, plus le Csa est faible (position des points par
rapport à la droite d'équation y=x), pour une même géométrie d'agrégat un même matériau et
milieu, dans la limite de l'éhantillon d'agrégat et des longueurs d'onde étudiés.
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En outre, omme les log10 des Csa apparaissent très orrélés, il existe entre les valeurs de
Csa une relation du type Y = 10b ·Xa, où Y orrespondent aux Csa des agrégats ave l'indie
de réfration le plus élevé des deux possibilités.
Notons λ1 = 800 nm, λ2 = 632.8 nm et λ1 = 400 nm. Comme pour la partie préédente, il
semble exister une relation du type Csca(λi) = 10bij ·
(
Csca(λj)
)aij
, ave λi > λj , soit, érit plus
simplement :
Csca
(i)
= 10bij ·
(
Csca
(j)
)aij
(D.2)
Dans ette partie sur l'inuene des variations de la longueur d'onde, on peut voir que pour
les agrégats tels que Npp > 13, on a a ≈ 1, et bij semble être fontion de la longueur d'onde :
bij = f(λi, λj). Don, de même que dans la partie 4.1.2, on peut en déduire :
Csca
(i)
=
(
PG
(i)
0
)α0(
PG
(j)
0
)α0 · Csca(j) (D.3)
Don, par analogie ave l'équation Eq. D.2 puisque a ≈ 1, on herhe bij sous la forme :
α0 log10
(
PG
(i)
0
PG
(j)
0
)
. Montrons que bij vérie la propriété logarithmique bij = bil + blj , et que
α0 = −2.2 et PG0(i) = λi onviennent sur nos résultats :
Ave pour notations λi < λj on obtient le tableau suivant :
X vs. Y aij bij ± E −2.2 · log10
λi
λj
bil + blj
632.8 vs. 800 nm 1.02 b21 =-0.25 ± 5.7% -0.22 ∅
400 vs. 632.8 nm 1.08 b32 =-0.40 ± 12% -0.43 ∅
400 vs. 800 nm 1.10 b31 =-0.66 ± 17.1% -0.66 -0.65
Tab. D.2  Données pour l'établissement de l'équation analytique des Csa moyens en fontion
des variations de la longueur d'onde, pour des agrégats tels que Npp > 13
Des résultats de e tableau, on peut don déduire, dans le adre de notre étude, la relation
suivante, pour λi > λj :
Csca
(λi) = 10bij ·
(
Csca
(λj)
)
(D.4)
ave :
bij = −2.2 · log10
λi
λj
(D.5)
xliv
D.2. Inuene de l'indie de réfration
'est à dire :
Csca
(λi) =
(
λi
λj
)−2.2
·
(
Csca
(λj)
)
(D.6)
Nous allons maintenant étudier les variations de Csa en fontion de elle de l'indie de
réfration.
D.2 Inuene de l'indie de réfration
Rappelons que les deux matériaux séletionnés sont omparer pour une longueur d'onde et
un milieu optique xés : le milieu est l'eau (f. la partie 3) dont l'indie nm vaut 1.330, et la
longueur d'onde est elle du laser Hélium Néon (HeNe) dont la valeur est 632.8 nm.
Les gures suivantes Fig. D.3 montrent l'analyse onjointe des Csa moyens (Csca
Xu
) des
agrégats dont l'indie de réfration est soit elui du ZnS (2.35), absisses des points, soit elui
du TiO2 (2.58) ordonnées des points.
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Fig. D.3  Analyse onjointe de l'inuene de l'indie de réfration du matériau, l'indie absolu
du ZnS étant 2.35 et elui de TiO2 étant 2.58
Comme on peut le voir l'interpolation par une droite des log10 des Csa onvient (f.
Fig. D.3(a)). La relation entre le Csca
Xu
d'agrégats ayant pour indie de réfration elui du
ZnS et le Csca
Xu
d'agrégats ayant pour indie elui de TiO2 est exprimée par la relation du
type Y = 10b ·Xa.
Comme préédemment, un biais est introduit par des agrégats onstitués d'un trop faible nombre
de partiules primaires (gure Fig.D.3(b)).
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Le tableau suivant Tab. D.3 synthétise les données numériques autour de ette analyse
onjointe.
X vs. Y Ehantillon
Y = 10b ·Xa, Moyenne Eart-type
(a, b) : des éarts des éarts
ZnS vs. TiO2
Tous les agrégats (1.01, 0.18) 3% 0.07
Npp > 13 (1.01, 0.18) 1.9% 0.017
Tab. D.3  Synthèse des données de l'analyse onjointe pour évaluer l'inuene de l'indie de
réfration
Sur les gures Fig. D.3, nous voyons que plus l'indie de réfration est grand, plus le Csa
moyen est grand, pour une même géométrie d'agrégat, un même milieu optique et une même
longueur d'onde (positison des points par rapport à la ourbe D : y = x), dans la limite de
l'éhantillon et les as de matériaux étudiés dans ette thèse.
Le moment d'ordre 1 est susamment faible pour déduire que la qualité de l'interpolation
séletionnée est bonne. La relation qui existe entre les log10 des Csa moyens des agrégats ayant
pour indie de réfration elui du ZnS et eux de même géométrie ayant pour indie elui de
TiO2, est don une relation ane.
Don la relation reliant les deux types de Csa est don du type de Eq. 4.4, 'est-à-dire :
Y = 10b ·Xa
.
De même que dans les parties préédentes on a don une relation du type Csca
(npi) =
10bij ·
(
Csca
(npj)
)aij
, pour npi > npj d'après les gure Fig.D.3, 'est-à-dire plus simplement :
Csca
(i)
= 10bij ·
(
Csca
(j)
)aij
(D.7)
D'après le tableau Tab. D.3, on a aij ≈ 1, et d'après les gures, bij = f(npi, npj). Trouvons
f .
Comme dans les parties préédentes, on herhe bij sous la forme α0 log10
(
PG
(i)
0
PG
(j)
0
)
.
xlvi
D.3. Inuene du paramètre volumique de l'enveloppe onvexe
On ne peut pas vérier la propriété logarithmique bij = bil+blj . Cependant, omme log10
(
2.58
2.35
)
=
0.04 et que bij = 0.18 on en déduit que α = 9/2 onvient.
Dans le adre de notre étude limité à deux indies de réfration, on peut don déduire la
relation suivante pour npi > npj :
Csca
(npi) = 10bij ·
(
Csca
(npj)
)
(D.8)
ave :
bij =
9
2
· log10
npi
npj
(D.9)
'est à dire :
Csca
(npi) =
(
npi
npj
) 9
2
·
(
Csca
(npj)
)
(D.10)
Nous allons maintenant étudier les variations du Csa moyen en fontion de elle du paramètre
volumique de l'enveloppe onvexe PVEC .
D.3 Inuene du paramètre volumique de l'enveloppe onvexe
Dans ette partie est étudiée l'inuene du paramètre volumique de l'enveloppe onvexe
pour les trois valeurs xées dans e travail : PVEC ∈ {100, 200, 300} nm. Les gures suivantes
Fig. D.4(a), Fig. D.4(b) et Fig. D.4() montrent l'analyse onjointe entre les trois valeurs prises
par e paramètre.
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Fig. D.4  Analyse onjointe de l'inuene du paramètre volumique des enveloppes onvexes
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Les points sont disposés le long d'une droite. Les erreurs à la droite d'interpolation sont plus
ou moins grandes et synthétisées dans le tableau Tab.D.4.
Les gures i-dessous (Fig. D.5) onernent les ouples d'agrégats onstitués de plus de 13
partiules primaires.
−6 −4 −2
−6
−5
−4
−3
−2
−1
log10P200
(a) PVEC = 200 vs. PVEC =
100, Npp > 13
log10 Csca
Xu
(Agi)|PVEC = 200
lo
g
1
0
C
s
c
a
X
u
(A
g
i
)|
P
V
E
C
=
1
0
0
D : y = x
Interp : y = 1.04 · x− 1.30
−6 −4 −2
−6
−5
−4
−3
−2
−1
log10P300
(b) PVEC = 300 vs. PVEC =
100, Npp > 13
log10 Csca
Xu
(Agi)|PVEC = 300
lo
g
1
0
C
s
c
a
X
u
(A
g
i
)|
P
V
E
C
=
1
0
0
D : y = x
Interp : y = 1.00 · x− 2.14
−4 −3 −2 −1
−4
−3
−2
−1
log10P300
() PVEC = 300 vs. PVEC =
200, Npp > 13
log10 Csca
Xu
(Agi)|PVEC = 300
lo
g
1
0
C
s
c
a
X
u
(A
g
i
)|
P
V
E
C
=
2
0
0
D : y = x
Interp : y = 1.03 · x− 0.71
Fig. D.5  Analyse onjointe de l'inuene du paramètre volumique (PVEC) des enveloppes
onvexes, pour les ouples d'agrégats tels que Npp > 13
Une nette amélioration du nuage de dispersion est visible sur les gures dans Fig. D.5 après
élimination des agrégats onstitués de moins de 13 partiules. Le tableau suivant, Tab. D.4, le
onrme.
X vs. Y Ehantillon
Y = 10b ·Xa, Moyenne Eart-type
(a, b) : des éarts des éarts
PVEC = 200 Tous les agrégats (0.92, -1.44) 75% 0.622
vs. PVEC = 100 Npp > 13 (1.04, -1.30) 46% 0.38
PVEC = 300 Tous les agrégats (0.93 , -2.12 ) 94% 0.87
vs. PVEC = 100 Npp > 13 (1.00, -2.14) 72% 0.633
PVEC = 300 Tous les agrégats ( 1.02, -0.73 ) 30% 0.484
vs. PVEC = 200 Npp > 13 (1.03 ; -0.71) 28.5% 0.46
Tab. D.4  Synthèse des données de l'analyse onjointe pour évaluer l'inuene de PVEC
Une autre ause explique l'étalement des distributions par rapport à la droite d'interpolation.
En eet, de par la variation même de PVEC , les agrégats sont omposés, à PVEC xé et pour
les mêmes paramètres géométriques de onstrution, d'un nombre de partiules primaires très
diérents, et don de quantité de matière très diérente. Ce problème a déjà été renontré dans
l'étude de l'inuene des mailles (f. setion 4.1.1).
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Pour mettre en évidene ette remarque, les gures suivantes montrent les mêmes distribu-
tions que les gures préédentes (Fig.D.5(a), Fig.D.5(b) et Fig.D.5()), mais haque Csca
Xu
(Agi)
étant au préalable normalisé par Npp(Agi).
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Fig. D.6  Analyse onjointe de l'inuene du paramètre volumique des enveloppes onvexes,
pour les agrégats tels que Npp > 13, ave haque Csca
Xu
(Agi) divisé respetivement par
Npp(Agi)
Les moyennes respetives des éarts normalisés sont synthétisées dans le tableau suivant
(Tab.D.5) :
X vs. Y Ehantillon
Y = 10b ·Xa, Moyenne Eart-type
(a, b) : des éarts des éarts
PVEC = 200 Tous les agrégats (1.07, -0.28) 30% 0.22
vs. PVEC = 100
PVEC = 300 Tous les agrégats (1.1 , -0.45 ) 47% 0.32
vs. PVEC = 100
PVEC = 300 Tous les agrégats ( 1.02, -0.19 ) 18% 0.20
vs. PVEC = 200
Tab. D.5  Synthèse des données de l'analyse onjointe pour évaluer l'inuene de PVEC , ave
haque Csca
Xu
(Agi) divisé respetivement par Npp(Agi)
On peut noter une amélioration par rapport aux as préédents f. Tab. D.4. Cei démontre
l'importane sous-jaente de l'inuene du nombre de partiules primaires omposant un agrégat.
Quoiqu'il en soit, le lien existant entre les cscaXu d'agrégats ayant les mêmes paramètres de
onstrution à l'exeption de PVEC est régi par une équation du type Y = 10
b · Xa. Cei est
d'autant plus vrai que l'on ompare des PVEC importants (les résultats sont meilleurs pour les
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omparaisons PVEC = 300 vs. PVEC = 200 que PVEC = 200 vs. PVEC = 100) et prohes (les
résultats sont meilleurs pour les omparaisons PVEC = 300 vs. PVEC = 200 et PVEC = 200 vs.
PVEC = 100) que PVEC = 300 vs. PVEC = 100.
Ces onlusions ne sont valables que dans la limite des paramètres xés dans ette étude.
La onlusion de ette partie s'artiule en trois points :
1. Plus un agrégat est gros en volume global, plus Csca
Xu
est important.
2. Un biais est entrainé par la présene d'agrégats onstitués de trop peu de partiules.
3. Etant donné la orrélation entre les log10 des Csa moyens, une relation du type Y = 10b·Xa
semble exister entre les Csa des agrégats, ave une erreur moyenne faible par rapport à
l'amplitude des Csa. Cependant, ette erreur est de plus en plus importante si on ompare
les Csa des agrégats dont les volumes globaux (et par onséquent PVEC) sont de plus en
plus diérents.
Cette relation peut s'érire pour PVECi < PVECj : Csca
(PVECi) = 10bij ·
(
Csca

PVECj

)aij
,
ou plus simplement :
Csca(i) = 10bij ·
(
Csca
(j)
)aij
(D.11)
Comme, par ailleurs, dans es travaux nous partons du postulat qu'on peut érire, pour
haque agrégat, Csca ∝
∏
l
(PGl)
αl
. Don on a la relation suivante :
Csca(i) =
(
PG
(i)
0
)α0(
PG
(j)
0
)α0 · Csca(j) (D.12)
Par analogie ave l'équation Fig. D.11, omme aij ≈ 1, on en déduit que 10bij =
(
PG
(i)
0
PG
(j)
0
)α0
.
Autrement dit bij s'exprime sous la forme α0 log10
(
PG
(i)
0
PG
(j)
0
)
, où PG0 se rapporte à la taille de
l'enveloppe onvexe des agrégats, lorsque elle est remplie à 100%.
Dans le tableau suivant, nous vérions que nos résultats satisfont bij = bil + blj d'une part.
D'autre part, nous vérions que α0 = 4.2 et PG0 = PVEC onviennent.
Ave pour notations PVEC1 = 100, PVEC2 = 200 et PVEC3 = 300, et (i, j) tels que PVECi <
l
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PVECj , pour les agrégats tels que Npp > 13, on obtient le tableau suivant :
X vs. Y aij bij ± E 4.2 · log10
PVECi
PVECj
bil + blj
200 vs. 100 1.04 b21 =-1.30 ± 46% -1.26 ∅
300 vs. 200 1.03 b32 =-0.71 ± 28.5% -0.74 ∅
300 vs. 100 1.00 b31 =-2.14 ± 72% -2.00 -2.01
Tab. D.6  Données pour l'établissement de l'équation analytique des Csa moyens en fontion
des variations de PVEC , pour des agrégats tels que Npp > 13
D'après nos résultats, nous avons déduit, pour PVECi < PVECj , la relation suivante :
Csca
(PVECi) = 10bij ·
(
Csca

PVECj
)
(D.13)
ave :
bij = 4.2 · log10
PVECi
PVECj
(D.14)
'est à dire :
Csca
(PVECi) =
(
PVECi
PVECj
)4.2
·
(
Csca

PVECj

)
(D.15)
Nous allons maintenant étudier les variations du Csa moyen en fontion de elles du rayon
des partiules primaires.
D.4 Inuene du rayon de la partiule primaire
Dans ette partie sera étudiée l'inuene du rayon des partiules primaires pour les trois
valeurs xées : Rpp ∈ {10, 15, 30} nm. Les gures suivantes Fig.D.7(a), Fig.D.7(b) et Fig.D.7()
montrent l'analyse onjointe entre les trois valeurs prises par le paramètre.
li
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Fig. D.7  Analyse onjointe de l'inuene du rayon des partiules primaires
Les gures Fig. D.7(a), Fig. D.7(b) et Fig. D.7() montrent que les distributions obtenues
sont onstituées de points s'alignant plus ou moins bien le long d'une droite d'interpolation. Cet
alignement n'a pas la même qualité suivant les valeurs de Rpp omparées.
Si on te dans haque distribution les ouples d'agrégats dont au moins l'un est onstitué de
moins de 13 partiules, les distributions alors obtenues sont les suivantes (Fig.D.8(a), Fig.D.8(b)
et Fig.D.8()).
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(b) Rpp=30 vs. Rpp=10,
Npp > 13
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Fig. D.8  Analyse onjointe de l'inuene du rayon des partiules primaires pour les ouples
d'agrégats tels que Npp > 13
Après suppression des agrégats onstitués de moins de 13 partiules, les distributions sont for-
tement épurées, surtout quand elles impliquent une omparaison omprenant le as Rpp=30nm.
En eet, beauoup de as évinés par e ritère ont un Rpp=30 nm, et dans une moindre mesure,
Rpp=15 nm.
Comme le révèlent les valeurs synthétisées dans le tableau Tab. D.7, l'interpolation est de
meilleure qualité, une fois les agrégats onstitués de moins de 13 partiules éliminés.
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D.4. Inuene du rayon de la partiule primaire
X vs. Y Ehantillon
Y = 10b ·Xa, Moyenne Eart-type
(a, b) : des éarts des éarts
Rpp = 30 Tous les agrégats (1.04, -0.22) 289% 26.17
vs. Rpp = 15 Npp > 13 (0.98, -0.23) 83% 0.09
Rpp = 30 Tous les agrégats (1.07, -0.24) 302% 25.07
vs. Rpp = 10 Npp > 13 (0.93, -0.38) 94% 0.05
Rpp = 15 Tous les agrégats (0.99, -0.11) 480% 73
vs. Rpp = 10 Npp > 13 (0.98 ; -0.12) 70% 0.11
Tab. D.7  Synthèse des données de l'analyse onjointe pour évaluer l'inuene de Rpp
Cependant, de même que lors de l'étude des PVEC , deux agrégats ayant leurs paramètres
de onstrution identiques, mais ayant deux valeurs de Rpp diérentes auront un nombre de
partiules diérents. Les gures suivantes montrent les mêmes distributions que les gures pré-
édentes, mais au préalable, les Csca
Xu
(Agi) sont divisés par Npp(Agi) respetivement.
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Npp > 13
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Fig. D.9  Analyse onjointe de l'inuene du rayon des partiules primaires, pour les agrégats
ayant Npp > 13, ave haque Csca
Xu
(Agi) divisé respetivement par Npp(Agi)
Les moyennes des modules des éarts normalisés sont respetivement 43%, 77% et 27%, et
les éart-types des modules des éarts normalisés sont respetivement 0.46, 0.98 et 0.27, pour les
omparaisons entre Rpp=30 vs. Rpp=15, Rpp=30 vs. Rpp=10 et Rpp=15 vs. Rpp=10.
En normalisant par le nombre de partiules primaires, on obtient des Csa qui en sont in-
dépendants. Ces derniers résultats (f. Fig. D.9) révèlent don que l'inuene du rayon de la
partiule primaire est reliée au nombre de partiules. En onstruisant es derniers graphes, ela
permet de onsidérer uniquement l'inuene du rayon des partiules primaires.
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D.4. Inuene du rayon de la partiule primaire
Plus les rayons sont faibles et prohes, plus les Csca
Xu
peuvent être reliés par une équation
du type Y = 10b ·Xa. En eet, d'une part les moments entre Rpp=15 vs. Rpp=10 sont meilleurs
que Rpp=30 vs. Rpp=15. D'autre part, les moments entre Rpp=15 vs. Rpp=10 et Rpp=30 vs.
Rpp=15, sont plus faibles que pour le as Rpp=30 vs. Rpp=10.
La onlusion de l'inuene du rayon des partiules primaires se ompose de trois parties :
 L'analyse des Rpp dépend du nombre de partiules omposant l'agrégat.
 Les agrégats omposés d'un nombre trop faible de partiules introduisent un biais dans
l'approximation.
 Entre deux agrégats ayant même paramètres géométriques de onstrution à l'exeption
de Rpp, plus Rpp est petit, plus le Csca
Xu
est faible.
 Pour une variation de Rpp, le lien entre les Csa moyen des agrégats est don du type :
Y = 10b · Xa, 'est-à-dire pour Rppi < Rppj, on a une relation du type Csca(Rppi) =
10bij ·
(
Csca(Rppj)
)aij
.
Erit plus simplement :
Csca(i) = 10bij ·
(
Csca(j)
)aij
(D.16)
Or, omme on l'a vu dans les parties préédentes de e hapitre, nous partons du postulat :
Csca
Xu
=
∏
l
PGαll . On en déduit également, omme aij ≈ 1 pour tous les ouples (i, j), que bij
s'érit sous la forme : α0 log10
(
PG
(i)
0
PG
(j)
0
)
, où PG0 est en rapport ave Rpp.
Dans le tableau i-dessous, nous vérions que, ave nos résultats, bij = bil + blj d'une part.
D'autre part, nous vérions que α0 = 3/4 et PG0 = Rpp satisfont l'expression de bij.
Notons Rpp1 = 10 nm, Rpp2 = 15 nm et Rpp3 = 30 nm et soient (i, j) tels que Rppi < Rppj.
En onsidérant uniquement les agrégats omposés de plus de 13 partiules primaires, on obtient
le tableau suivant :
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D.5. Inuene de la forme de l'enveloppe onvexe pour un rapport d'aspet K xé
X vs. Y aij bij ± E
3
4 · log10
Rppi
Rppj
bil + blj
(30 vs. 15) 0.98 b32 =-0.23 ± 83% -0.23 ∅
(15 vs. 10) 0.98 b21 =-0.12 ± 70% -0.13 ∅
(30 vs. 10) 0.93 b31 =-0.38 ± 94% -0.36 -0.385
Tab. D.8  Données pour l'établissement de l'équation analytique des Csa moyen en fontion
des variations de Rpp, pour des agrégats tels que Npp > 13
Dans le adre de notre étude, nous obtenons don la relation suivante, pour les agrégats tels
que Npp > 13, tels que Rppi < Rppj
Csca(Rppi) = 10bij ·
(
Csca(Rppj)
)
(D.17)
ave :
bij =
3
4
· log10
Rppi
Rppj
(D.18)
'est à dire :
Csca(Rppi) =
(
Rppi
Rppj
) 3
4
·
(
Csca(Rppj)
)
(D.19)
D.5 Inuene de la forme de l'enveloppe onvexe pour un rapport
d'aspet K xé
Cette partie a pour but de montrer l'inuene de la forme de l'enveloppe onvexe pour un
rapport d'aspet K xé.
Rappelons que le paramètre d'aspet K prend les valeurs 1, 2, 8 et 20, tandis que le rapport
d'anisotropie k prend les valeurs 1/20, 1/8, 1/2, 1, 2, 8 et 20, ar, plus préis que K, k prend
en ompte l'allongement (k > 1) ou l'aplatissement (k < 1) des enveloppes onvexes. Rappelons
également que, pour les enveloppes onvexes sphériques et ubiques, k=K=1.
1. Enveloppes onvexes ave K=1
Il s'agit des l'enveloppes onvexes sphériques, ubiques et ylindrique pour K=1.
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D.5. Inuene de la forme de l'enveloppe onvexe pour un rapport d'aspet K xé
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(b) EC sph. vs. EC yl.
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(d) EC sph. vs. EC ub., Npp >
13
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(e) EC sph. vs. EC yl., Npp >
13
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(f) EC ub. vs. EC yl., Npp >
13
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Fig. D.10  Analyse onjointe de l'inuene de la forme des enveloppes onvexes pour k=K=1
X vs. Y Ehantillon
Y = 10b ·Xa, Moyenne Eart-type
(a, b) : des éarts des éarts
EC sph. vs. ub.
Tous les agrégats (0.97, 0) 26.5% 0.4865
Npp > 13 (0.97, -0.03) 16% 0.079
EC sph. vs. yl.
Tous les agrégats (0.92 , -0.22 ) 404% 48.97
Npp > 13 (1.01, -0.003) 7.6% 0.067
EC ub. vs. yl.
Tous les agrégats ( 0.96, -0.21 ) 113% 10.52
Npp > 13 (1.03 ; -0.05) 21% 0.22
Tab. D.9  Synthèse des données de l'analyse onjointe pour évaluer l'inuene de la forme de
l'enveloppe onvexe pour k=K=1
Les gures Fig.D.10(a), Fig.D.10(b), Fig.D.10(), Fig.D.10(d), Fig.D.10(e) et Fig.D.10(f),
ainsi que le tableau Tab.D.9 montrent une forte orrélation entre les agrégats dont l'enve-
loppe onvexe présente un rapport d'anisotropie k valant 1.
Cei est d'autant plus vrai lorsque sont supprimés les ouples où l'un des agrégats est
onstitué de moins de 13 partiules. Alors, ette orrélation est même une équivalene ar
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D.5. Inuene de la forme de l'enveloppe onvexe pour un rapport d'aspet K xé
a ≈ 1 et b ≈ 0.
2. Enveloppes onvexes ave K=2
Il s'agit d'enveloppes onvexes ylindriques et ellipsoïdales. Il y a deux types d'enveloppes
onvexes pour lesquelles le rapport d'aspet K vaut 2 : les enveloppes allongées, pour
lesquelles le rapport d'anisotropie k vaut 2, et les enveloppes aplaties, pour lesquelles k =
1/2. Nous les étudierons tour à tour.
 Comparaison ellipsoïde type oblong vs. ylindre type allongé (k = 2)
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(b) EC yl. vs. EC ell. oblongs,
Npp > 13
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Fig. D.11  Analyse onjointe de l'inuene de la forme des enveloppes onvexes de type al-
longé/oblong (k = 2)
X vs. Y Ehantillon
Y = 10b ·Xa, Moyenne Eart-type
(a, b) : des éarts des éarts
EC ell. oblong Tous les agrégats (0.91, 0.19) 28% 0.25
vs. EC yl. allongée Npp > 13 (1.01, 0.02) 8.1% 0.064
Tab. D.10  Synthèse des données de l'analyse onjointe pour évaluer l'inuene de la forme de
l'enveloppe onvexe de type allongé/oblong (k = 2)
Les gures Fig.D.11(a) et Fig.D.11(b), ainsi que Tab.D.10, montrent une forte orréla-
tion entre les deux morphologies.
 Comparaison ellipsoïde type aplati vs. ylindre type aplati (k = 1/2)
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D.5. Inuene de la forme de l'enveloppe onvexe pour un rapport d'aspet K xé
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Fig. D.12  Analyse onjointe de l'inuene de la forme des enveloppes onvexes de type aplati
(k = 1/2)
X vs. Y Ehantillon
Y = 10b ·Xa, Moyenne Eart-type
(a, b) : des éarts des éarts
EC ell. aplatie Tous les agrégats (0.93, -0.20) 127% 7.94
vs. EC yl. aplatie Npp > 13 (0.99, -0.01) 7% 0.06
Tab. D.11  Synthèse des données de l'analyse onjointe pour évaluer l'inuene de la forme de
l'enveloppe onvexe de type aplati (k = 1/2)
D'après les gures Fig. D.12(a) et Fig. D.12(b), ainsi que Tab. D.11, les mêmes onlu-
sions que préédemment sont faites.
Pour K=2, qu'elles soient de type oblong/allongé ou de type aplati, les enveloppes onvexes
présentent des Csca
Xu
équivalents pour des mêmes paramètres de onstrution : a ≈ 1 et
b ≈ 0.
3. Enveloppes onvexes ave K=20
Il s'agit d'enveloppes onvexes ylindriques et ellipsoïdales. Il y a deux types d'enveloppes
onvexes pour lesquelles le rapport d'aspet K vaut 20 : les enveloppes allongées (pour
lesquelles le rapport d'anisotropie k vaut 20, et les enveloppes aplaties, pour lesquelles
k = 1/20. Nous les étudierons tour à tour.
 Comparaison ellipsoïde type oblong vs. ylindre type allongé (k = 20)
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D.5. Inuene de la forme de l'enveloppe onvexe pour un rapport d'aspet K xé
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(b) EC yl. vs. EC ell. oblongs,
Npp > 13
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Fig. D.13  Analyse onjointe de l'inuene de la forme des enveloppes onvexes de type al-
longé/oblong (k = 20)
X vs. Y Ehantillon
Y = 10b ·Xa, Moyenne Eart-type
(a, b) : des éarts des éarts
EC ell. oblong Tous les agrégats (1.03, -0.05) 59% 387
vs. EC yl. allongé Npp > 13 (1.01, -0.05) 20% 0.11
Tab. D.12  Synthèse des données de l'analyse onjointe pour évaluer l'inuene de la forme de
l'enveloppe onvexe de type allongé/oblong (k = 20)
 Comparaison ellipsoïde type aplati vs. ylindre type aplati (k = 1/20)
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(b) EC yl. vs. EC ell. aplaties,
Npp > 13
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Npp> 25
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Fig. D.14  Analyse onjointe de l'inuene de la forme des enveloppes onvexes ave k=1/20
(don de type aplati)
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D.5. Inuene de la forme de l'enveloppe onvexe pour un rapport d'aspet K xé
X vs. Y Ehantillon
Y = 10b ·Xa, Moyenne Eart-type
(a, b) : des éarts des éarts
EC ell. aplatie Tous les agrégats (0.84, 0.02) 84% 0.73
vs. EC yl. aplatie Npp > 13 (0.88, 0.05) 57% 0.456
Npp> 25 (0.98, 0.14) 20% 0.20
Tab. D.13  Synthèse des données de l'analyse onjointe pour évaluer l'inuene de la forme de
l'enveloppe onvexe ave k=20, de type aplati
La gure Fig.D.14(a) montre un alignement des points le long de la droite d'interpolation
traé en bleu. Cependant de nombreux points en sont éloignés d'où la gure Fig.D.14(b)
et la gure Fig.D.14() toutes deux issues de la première à laquelle sont tés les agrégats
omposés de moins de 13 et 25 partiules respetivement. En eet, pour l'étude des en-
veloppes onvexes le seuil est monté jusqu'à 25 ar, visiblement, le seuil de 13 partiules
ne sut pas.
L'expliation est la suivante. Les gures i-dessous (Fig.D.15(a), Fig.D.15(b), Fig.D.15()
et Fig. D.15(d)) montrent quels agrégats orrespondent aux points éloignés de la droite
d'interpolation. Nous avons don herhé à identier ette diérene. Pour ela nous
avons reproduit la gure Fig.D.14(b), tels que les marqueurs sont olorés en fontion de
paramètres de onstrution.
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Fig. D.15  Analyse onjointe de l'inuene EC yl. vs. EC ell. aplaties (k = 1/20) et Npp > 13
Les gures i-dessus montrent que les ouples agrégats donnant deux Csa moyens
très diérents sont des agrégats omposés d'un petit nombre de partiules primaires :
PVEC=100 ou 200 (f. Fig. D.15(b)) et Rpp=30 ou 15 nm (f. Fig. D.15(d)). Cei est
onrmé par la gure Fig.D.14() pour laquelle le seuil minimum de Npp est 25.
Les gures Fig. D.16 fournissent l'expliation à e déalage de es ouples par rapport
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uene de la forme de l'enveloppe onvexe pour un rapport d'aspet K xé
aux autres ouples. En eet, elles représentent les entres des partiules primaires de
deux agrégats, formant un des points exentrés des distributions. La gure Fig. D.16(a)
représente un agrégat d'enveloppe onvexe aplatie et la gure Fig. D.16(b) un agrégat
d'enveloppe ellipsoïdale type aplati. Les deux enveloppes ont pour paramètres : Rpp=30,
k=20, PVEC = 200, maille HC.
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Fig. D.16  Agrégats d'enveloppe onvexe ylindrique et ellipsoïdale de type aplati (k = 1/20),
ave PVEC = 200, Rpp=30, maille HC
Il est visible que, lorsque PVEC est faible et Rpp est important, les agrégats obtenus
n'ont pas du tout le même nombre de partiules et don des setions eaes de diu-
sion diérentes.
Si on impose, par exemple, à un ouple d'agrégats (Agi, Agj)), de vérier |Npp(Agi) −
Npp(Agj)|/max(Npp(Agi), Npp(Agj)) > 0.5, on obtient alors la gure suivante (Fig.D.17(a)) :
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Fig. D.17  Analyse onjointe de l'inuene de la forme des enveloppes onvexes de type aplati
(k = 1/20), ave appliation du ritère de l'éart relatif entre les Npp, pour tous les agrégats
Ce ritère a pour eet de supprimer les ouples d'agrégats dont les Npp sont  trop 
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onvexe pour un rapport d'aspet K xé
diérents. La distribution obtenue a une moyenne des modules des éarts normalisés égale
à 20%, et un éart-type égal à 0.19.
On peut voir que pour les enveloppes de rapport d'aspet K=20 et de type oblong/allongé,
il y a équivalene entre les agrégats d'enveloppe onvexe ellipsoïdale ou ylindrique : a ≈ 1
et b ≈ 0.
Pour les enveloppes onvexes de type aplati, ei est vrai mais pour les agrégats ayant un
nombre minimum de partiules primaires plus grand : dans notre éhantillon, il a été évalué
à 25. Si on tient ompte de ela, la droite d'interpolation obtenue a pour paramètre a ≈ 1
et b ≈ 0 (f. Fig.D.17).
4. Conlusion
La onlusion de ette partie est que, pour le rapport d'aspet K, et même le rapport
d'anisotropie k xé, la variation de la forme de l'enveloppe onvexe ne fait pas varier le
Csa moyen. En eet, les droites d'interpolations obtenues ont pour paramètre a ≈ 1 et
b ≈ 0 à une légère diérene près. Préisons que, enore un fois, ei est d'autant plus
vrai qu'on ne prend pas en ompte les agrégats omposés d'un faible nombre de partiules
primaires. Pour les agrégats ayant la plus forte anisotropie, e nombre minimum se doit
d'être augmenté ar, pour des ouples de petits agrégats, peuvent avoir un Npp très diérent
et don une setion eae très diérente.
Nous avons don, pour Npp > 25, et pour Csca(ECi) et Csca(ECj) tels qu'il s'agisse
d'enveloppes de même rapport d'anisotropie k, la relation suivante :
Csca(ECi) ≈ Csca(ECj) (D.20)
Cei est dû au fait que les enveloppes de es agrégats sont très anisotropes, à ause de la
disposition sur la maille, don le nombre de partiules primaires de es agrégats peut beauoup
varier d'un agrégat à l'autre, donnant dans notre représentation onjointe des ouples onstitués
d'un nombre de partiules primaires très diérent, ayant par onséquent des Csa moyens égale-
ment très diérents.
Dans le as de l'inuene de la forme de l'enveloppe onvexe pour le rapport d'anisotropie
k xé, le lien entre les Csa en fontion de la forme des enveloppes n'est pas déni. En eet, il
s'est posé le problème de la aratéristique géométrique à hoisir pour diérenier les enveloppes
lxii
D.6. Inuene du rapport d'anisotropie k, pour une forme d'enveloppe xée
pour un k xé. Plusieurs possibilités se sont présentées, mais auune ne s'est avérée onvainante.
Nous allons maintenant étudier les variations du Csa moyen des agrégats en fontion des
variations du rapport d'anisotropie k, pour une forme d'enveloppe xée.
D.6 Inuene du rapport d'anisotropie k, pour une forme d'en-
veloppe xée
Cette partie a pour but de proéder à l'analyse onjointe entre les diérentes valeurs du
rapport d'anisotropie, pour une enveloppe onvexe xée. Rappelons que k prend les valeurs :
1/20, 1/8, 1/2, 1, 2, 8 et 20.
Il est possible d'étudier trois types d'enveloppes onvexes :
 ylindrique de type aplati (k < 1) et allongé (k > 1),
 ellipsoïdale de type oblong,
 ellipsoïdale de type aplati.
La forme de l'EC ayant fait l'objet d'une étude dans le paragraphe préédent, seuls les ré-
sultats onernant les enveloppes onvexes ylindriques sont présentés dans ette partie. Leur
étude permet de balayer toute une progression de k dont le as médium est k = 1 : du as où le
ylindre est aplati jusqu'au as où le ylindre est allongé.
Dans ette partie sont éliminés les ouples d'agrégats dont au moins l'un est omposé de
moins de 13 partiules primaires.
Les gures i-dessous montrent les résultats de l'analyse onjointe entre les agrégats dont l'en-
veloppe onvexe est ylindrique. La gure Fig.D.18 ompare les Csa moyens pour les enveloppes
onvexes ylindriques de type allongé (k > 1) par rapport au as du rapport d'anisotropie k = 1,
tandis que la gure Fig.D.19 ompare les résultats pour les enveloppes onvexes ylindriques de
type aplati (k < 1) ave au as du rapport d'anisotropie k = 1.
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Fig. D.18  Analyse onjointe de l'inuene du rapport d'anisotropie k pour l'enveloppe onvexe
ylindrique allongée (k ≥ 1), tel que Npp > 13
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Fig. D.19  Analyse onjointe de l'inuene du rapport d'anisotropie k pour l'enveloppe onvexe
ylindrique aplatie (k ≤ 1), tel que Npp > 13
Les gures Fig. D.18 et Fig. D.19 montrent que l'inuene d'un rapport d'anisotropie sur
l'autre dépend des ouples d'agrégats onsidérés. Une analyse plus approfondie permet de voir
que les ouples d'agrégats déalés par rapport à l'alignement général (essentiellement visibles sur
les gures Fig.D.18(), Fig.D.18(b), Fig.D.19(b) et Fig.D.19()) sont eux dont l'enveloppe est
reuse.
En eet, la gure Fig.D.20 représente les mêmes distributions que les gures Fig.D.18 Fig.D.19
desquelles sont tés les ouples des agrégats d'enveloppe reuse. On observe alors (f. Fig.3.18(m))
que les ouples d'agrégats se disposent plus justement le long d'une droite.
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Fig. D.20  Analyse onjointe de l'inuene du rapport d'anisotropie k pour l'enveloppe onvexe
ylindrique aplatie (k ≤ 1), tel que Npp > 13, sans les agrégats de type  reux 
La diérene des valeurs de Csca
Xu
des agrégats reux ayant pour rapport d'anisotropie
k = 1 et elles des agrégats ave k = {1/20; 20} vient de la diérene d'isotropie des enveloppes
onvexes. En eet, ela entraine que le nombre de partiules primaires des agrégats reux dépend
fortement du rapport d'anisotropie k des enveloppes onvexes.
Le tableau suivant synthétise les données numériques autour des diérentes interpolations
vues dans les gures Fig.D.18, Fig.D.19, et Fig.D.20.
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EC yl. k = 1 vs. k =Y Ehantillon
Y = 10b ·Xa, Moyenne Eart-type
(a, b) : des éarts des éarts
vs. EC yl. allongée k=2 Npp > 13 (0.98, -0.01) 11% 0.074
vs. EC yl. allongée k=8 Npp > 13 (0.98, -0.13) 28% 0.13
Npp > 13 sans reux (0.98, -0.17) 23% 0.11
vs. EC yl. allongée k=20 Npp > 13 (0.98, -0.21) 40% 0.28
Npp > 13 sans reux (0.97, -0.31) 32% 0.21
vs. EC yl. aplatie k=1/2 Npp > 13 (1.00, -0.004) 8% 0.06
vs. EC yl. aplatie k=1/8 Npp > 13 (0.99, -0.09) 33% 0.28
Npp > 13 sans reux (0.98, -0.20) 20% 0.21
vs. EC yl. aplatie k=1/20 Npp > 13 (0.99, -0.28) 56% 0.55
Npp > 13 sans reux (0.97, -0.41) 34% 0.41
Tab. D.14  Synthèse des données de l'analyse onjointe pour évaluer l'inuene du rapport
d'anisotropie k
La onlusion de l'analyse du rapport k sur les enveloppes onvexes ylindriques (et s'étendant
aux ellipsoïdes) est la suivante :
1. Un biais est introduit par le as des enveloppes onvexes ayant un taux de remplissage de
type  reux , à ause de la diérene du nombre de partiules primaires due à l'anisotro-
pie liée à k.
2. Hormis le as des enveloppes onvexes reuses, plus l'enveloppe onvexe est isotrope, plus
Csca
Xu
est important. Sur les rapports d'anisotropie étudiés, les variations de Csa restent
faibles : omme on peut le voir dans le tableau, la diérene entre les diérentes valeurs de
b est faible (ompris entre 0.001 et 0.41).
3. La proposition préédente est vraie dans le as de l'allongement et de l'aplatissement des
enveloppes onvexes. Il demeure que plus les agrégats sont anisotropes, moins il est faile
de les mettre en relation ave les isotropes. Cei se onrmera pas la suite, où, lorsqu'une
analyse est faite sur un ensemble d'agrégats ontenant notamment des isotropes et des ani-
sotropes, eux entrainant une augmentation de l'erreur sont, (en plus des agrégats onsti-
tués d'un faible nombre de partiules et des agrégats de taux de remplissage reux), les
agrégats d'enveloppe onvexe anisotrope.
4. Il semble que, en fontion de leur rapport d'anisotropie, on puisse relier les Csa des agré-
gats selon la relation : Csca(Ki) = 10bij ·
(
Csca(Kj)
)aij
, pour Ki > Kj. On peut utiliser K au
lieu de k ar le omportement est le même pour l'allongement ou l'aplatissement. En eet,
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le Csa moyen est le plus élevé lorsque l'agrégat a une isotropie égale à 1, e qui donnera
don le signe de bij. Dans tous les as aij reste très prohe de 1.
Nous avons reherhé l'expression de bij en fontion de l'anisotropie des agrégats, à partir de
k, K et les paramètres d'anisotropie PITI1 et PITI2 , introduits dans le hapitre préédent,
mais sans suès. Nous avons ependant relevé que le paramètre bij n'évolue pas de la même
façon si l'anisotropie tend vers l'aplatissement ou l'allongement : il évolue plus vite dans le
as de l'aplatissement omme on peut le voir dans les données du tableau Tab.D.14.
Nous expliquons ii la meilleure expression de bij que nous avons. Rappelons que, omme vu
dans l'analyse des autres paramètres, bij s'exprime sous la forme α0 log10
PG
(i)
0
PG
(j)
0
. Montrons que
les résultats pour α0 = −0.25 et PG
(i)
0 = Ki.
Cette analyse est faite sur les agrégats tels que Npp > 13 et sans les agrégats d'enveloppe
onvexe reuse. Pour Ki > Kj on obtient le tableau suivant :
X vs. Y aij bij ± E −0.2 · log10
Ki
Kj
bil + blj
k = 1 vs. k = 2 0.98 bij =-0.01 ± 11% -0.08 ∅
k = 2 vs. k = 8 0.98 bij =-0.16 ± 14% -0.15 ∅
k = 1 vs. k = 8 0.98 bij =-0.17 ± 23% -0.23 -0.18
k = 1 vs. k = 8 0.98 bij =-0.17 ± 23% -0.23 ∅
k = 8 vs. k = 20 0.99 bij =-0.13 ± 15% -0.10 ∅
k = 1 vs. k = 20 0.97 bij =-0.31 ± 32% -0.33 -0.30
k = 1 vs. k = 1/2 1.00 bij =-0.004 ± 8% -0.08 ∅
k = 1/2 vs. k = 1/8 1.00 bij =-0.18 ± 18% -0.15 ∅
k = 1 vs. k = 1/8 0.98 bij =-0.20 ± 20% -0.23 -0.18
k = 1 vs. k = 1/8 0.98 bij =-0.20 ± 20% -0.23 ∅
k = 1/8 vs. k = 1/20 0.98 bij =-0.19 ± 9% -0.10 ∅
k = 1 vs. k = 1/20 0.97 bij =-0.41 ± 34% -0.33 -0.39
Tab. D.15  Données pour l'établissement de l'équation analytique des Csa moyens en fon-
tion des variations du rapport d'anisotropie k, pour des agrégats tels que Npp > 13, sans les
enveloppes reuses
L'expression de bij omporte un déalage par rapport aux résultats obtenus omme on peut
le voir dans le tableau Tab. D.15. L'expression reliant les Csa en fontion des variations de
l'anisotropie est don, pour Ki > Kj :
Csca(Ki) = 10bij · Csca(Kj) (D.21)
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ave
bij = −0.25 · log10
Ki
Kj
(D.22)
'est à dire :
Csca(Ki) =
(
Ki
Kj
)−0.25
· Csca(Kj) (D.23)
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Annexe E
Complément de l'étude de l'inuene
des aratéristiques géométriques sur
les valeurs de Csa moyen, en absene
de lien fontionnel
Cet annexe omplète la partie sur les aratéristiques géométriques (CG) en absene de lien
fontionnel ave les valeurs de Csa moyen des agrégats.
Il s'agit dans ette partie des aratéristiques géométriques, notée ii CG, n'ayant pas un
lien analytique trivial ave le Csa moyen, omme 'était le as dans la partie préédente. En
l'ourrene, il s'agit de DIPP , PATI1 , PATI2 , PASP et PAFeret.
La gure i-dessous montre la représentation onjointe des log10 de diérentes aratéris-
tiques ave elui du Csa moyen de haque agrégat. La ouleur des marqueurs est une troisième
dimension permettant de montrer également, grâe à 6 gures, omment se positionnent 6 pa-
ramètres de onstrution dans haune de es représentations onjointes. A haune des inq
aratéristiques géométriques (CG) onsidérées dans E orrespond don un groupe de 6 gures.
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−3
−2
−1
AF
−2 −1 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AF2
Couple optique : (ZnS,
HeNe) (TiO2, HeNe)
(IR, ZnS) (UV, ZnS)
lo
g
1
0
C
sc
a
X
u
(A
g
i
)
−1.2 −1 −0.8−0.6−0.4−0.2
−6
−5
−4
−3
−2
−1
Dipp
−2 −1 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AF
−2 −1 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AF2
EC. : Sph. Cub.
Ell.Aplati Ell. Oblong
Cyl. Allongé Cyl.
Aplati
lo
g
1
0
C
sc
a
X
u
(A
g
i
)
−1.2 −1 −0.8−0.6−0.4−0.2
−6
−5
−4
−3
−2
−1
Dipplog10DIPP (Agi)
−2 −1 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AFlog10 P TI1 (Agi)
−2 −1 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AF2log10 P TI2 (Agi)
Tab. E.1  Représentation onjointe des log10 de DIPP (première olonne), de PATI1 (seonde
olonne) puis de PATI2 (troisième olonne), en fontion du log10 de Csca
Xu
pour tous les
agrégats tels que Npp > 13
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P
P
P
P
P
P
P
P
Légende
CG
PASP PAFeret
Taux de remplissage :
100% 75% 50% 25%
10%
lo
g
1
0
C
sc
a
X
u
(A
g
i
)
−1.5 −1 −0.5 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AF P
−1.5 −1 −0.5 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AF orde
Rapport d'aspet K :
K=1 K=2 K=8 K=20
lo
g
1
0
C
sc
a
X
u
(A
g
i
)
−1.5 −1 −0.5 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AF P
−1.5 −1 −0.5 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AF orde
PVEC : 300 200 100
blblblblblblb
blbblbblblbl
lo
g
1
0
C
sc
a
X
u
(A
g
i
)
−1.5 −1 −0.5 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AF P
−1.5 −1 −0.5 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AF orde
Rpp : 10nm 15nm
30nm blblblblblblb
blbblbblblbl
lo
g
1
0
C
sc
a
X
u
(A
g
i
)
−1.5 −1 −0.5 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AF P
−1.5 −1 −0.5 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AF orde
Couple optique : (ZnS,
HeNe) (TiO2, HeNe)
(IR, ZnS) (UV, ZnS)
lo
g
1
0
C
sc
a
X
u
(A
g
i
)
−1.5 −1 −0.5 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AF P
−1.5 −1 −0.5 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AF orde
EC. : Sph. Cub.
Ell.Aplati Ell. Oblong
Cyl. Allongé Cyl.
Aplati
lo
g
1
0
C
sc
a
X
u
(A
g
i
)
−1.5 −1 −0.5 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AF Plog10 PASP (Agi)
−1.5 −1 −0.5 0
−6
−5
−4
−3
−2
−1
AF ordelog10 PAFeret(Agi)
Tab. E.2  Représentations onjointes des log10 de PASP (première olonne) puis de PAFeret
(seonde olonne), pour tous les agrégats tels que Npp > 13
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Comme on peut le voir dans les gures disposées dans les tableaux Tab. E.1 et Tab. E.2,
les marqueurs sont disposés globalement de la même façon, 'est-à-dire qu'ils se répartissent de
façon plus ou moins homogène sur l'ensemble du domaine arré déni par les axes : il n'y a pas
d'allure générale de la répartition des points dans le plan.
Cependant, il existe une répartition ordonnée suivant la troisième dimension aratérisée par
la ouleur des marqueurs. En eet, il est possible de noter plusieurs points.
Tout d'abord, omme pour diérentes formes d'enveloppes onvexes, les agrégats se disposent
selon un K xé (il y a même positionnement pour les agrégats de K=1, K=2, 8 et 20 si la forme
de l'enveloppe onvexe est respetivement allongée ou aplatie), les résultats pour les agrégats
d'enveloppe onvexe ylindrique pour k ∈ {1/20; 1/8; 1/2; 1; 2; 8; 20} peuvent sure à la visuali-
sation sur les graphiques (f. deuxième ligne des tableaux Tab. E.1 et Tab. E.2).
Ensuite, il y a une translation vertiale et horizontale ou bien uniquement vertiale de la
position des agrégats en fontion du paramètre de onstrution PVEC omme on peut le voir
dans les gures situées à la troisième ligne de gures dans les tableaux Tab. E.1 et Tab. E.2.
Enn, on peut voir qu'il existe un déalage du positionnement des agrégats en fontion du
ouple optique (f. inquième ligne des tableaux Tab. E.1 et Tab. E.2).
Nous pouvons don simplier les gures réparties dans les tableaux Tab. E.1 et Tab. E.2 en
nous limitant aux agrégats d'enveloppe onvexe ylindrique, de ouple optique (ZnS, HeNe) et
de PVEC=300. Les gures résultantes sont disposées dans les tableaux Tab. E.3 et Tab. E.4.
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P
P
P
P
P
P
P
P
Légende
CG
DIPP PATI1 PATI2
Taux de remplissage :
100% 75% 50% 25%
10%
lo
g
1
0
C
sc
a
X
u
(A
g
i
)
−0.8 −0.6 −0.4 −0.2
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
Dipp
−2 −1 0
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
AF
−2 −1 0
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
AF2
Rapport d'aspet K :
K=1 K=2 K=8 K=20
lo
g
1
0
C
sc
a
X
u
(A
g
i
)
−0.8 −0.6 −0.4 −0.2
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
Dipp
−2 −1 0
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
AF
−2 −1 0
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
AF2Rpp : 10nm 15nm
30nm blblblblblblb
blbblbblblbl
lo
g
1
0
C
sc
a
X
u
(A
g
i
)
−0.8 −0.6 −0.4 −0.2
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
Dipp
−2 −1 0
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
AF
−2 −1 0
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
AF2
EC. : Sph. Cub.
Ell.Aplati Ell. Oblong
Cyl. Allongé Cyl.
Aplati
lo
g
1
0
C
sc
a
X
u
(A
g
i
)
−0.8 −0.6 −0.4 −0.2
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
Dipp
log10 DIPP (Agi)
−2 −1 0
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
AF
log10 PATI1(Agi)
−2 −1 0
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
AF2
log10 PATI2 (Agi)
Tab. E.3  Représentations onjointes des log10 de DIPP (première olonne), de PATI1 (seonde
olonne) puis de PATI2 (troisième olonne) en fontion du log10 de Csca
Xu
pour tous les agrégats
de ouple optique (ZnS, HeNe), d'enveloppe onvexe ylindrique, de PVEC=300, et tels que
Npp > 13
lxxiii
P
P
P
P
P
P
P
P
Légende
PA
PASP PAFeret
Taux de remplissage :
100% 75% 50% 25%
10%
lo
g
1
0
C
sc
a
X
u
(A
g
i
)
−1.5 −1 −0.5 0
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
AF P
−1.5 −1 −0.5
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
AF orde
Rapport d'aspet K :
K=1 K=2 K=8 K=20
lo
g
1
0
C
sc
a
X
u
(A
g
i
)
−1.5 −1 −0.5 0
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
AF P
−1.5 −1 −0.5
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
AF ordeRpp : 10nm 15nm
30nm blblblblblblb
blbblbblblbl
lo
g
1
0
C
sc
a
X
u
(A
g
i
)
−1.5 −1 −0.5 0
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
AF P
−1.5 −1 −0.5
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
AF orde
EC. : Sph. Cub.
Ell.Aplati Ell. Oblong
Cyl. Allongé Cyl.
Aplati
lo
g
1
0
C
sc
a
X
u
(A
g
i
)
−1.5 −1 −0.5 0
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
AF P
log10 PASP (Agi)
−1.5 −1 −0.5
−3.5
−3
−2.5
−2
−1.5
−1
AF orde
log10 PAFeret(Agi)
Tab. E.4  Représentations onjointes des log10 de PASP (première olonne) puis de PAFeret
(seonde olonne) en fontion du log10 de Csca
Xu
pour tous les agrégats de ouple optique (ZnS,
HeNe), d'enveloppe onvexe ylindrique, de PVEC=300, et tels que Npp > 13
Les gures disposées dans les tableaux Tab. E.3 et Tab. E.4 permettent de voir que pour les
5 aratéristiques géométriques étudiées ii, on peut noter un alignement vertial des agrégats
en fontion du taux de remplissage de leur enveloppe onvexe omme on peut le voir dans la
première ligne de gure des tableaux Tab. E.3 et Tab. E.4.
A l'intérieur de et alignement, on peut voir que les agrégats sont regroupés en fontion de l'ani-
sotropie de leur enveloppe onvexe (f. seonde ligne de gures des mêmes tableaux). De plus,
un troisième niveau de regroupement a lieu (sous-niveau du seond regroupement en fontion de
K), qui est fontion de Rpp, omme on peut le voir dans la troisième ligne de gures des mêmes
tableaux.
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En eet, on peut noter que pour un type (allongé ou aplati) xé, les agrégats sont position-
nés en fontion de K roissant ou déroissant. Le positionnement selon K roissant a lieu par
exemple pour DIPP : il est le plus faible pour les agrégats les plus isotropes (eux tels que K=1
puis 2, puis DIPP augmente en même temps que K. Les paramètres d'anisotropies notamment,
n'ont don pas la même fontion. Cela fait ého à l'analyse faite sur les liens entre les paramètres
d'anisotropie eetuée dans la partie 3.3.3.
Le positionnement suivant K déroissant a lieu pour les paramètres d'anisotropie. Ces gures
font don éhos à l'analyse des paramètres d'anisotropie eetuée dans la partie 3.3.3.
En onlusion de la partie E on peut don dire qu'il n'existe pas de lien statistique diret
entre le log10 du Csa moyen d'un agrégat ave le log10 des aratéristiques suivantes : DIPP ,
PATI1 , PATI2 , PASP et PAFeret. La suite de notre étude permet d'étudier si, ouplé à une
autre aratéristique géométrique, l'un deux ne peut pas être mis en lien ave la valeur de Csa
moyen.
lxxv
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Abstrat :
Multisale aggregates (zin sulde : ZnS, ...) have physial and physiohemial properties
of great industrial interest (e.g. pharmaeutial industry, material, environment). The overall
objetive of this thesis is to haraterize these multisale aggregates by an optial method on
the one hand, and a geometri study of the other. The goal is to nd simple relations between
optial and geometrial properties. The results presented are valid for any material with high
refrative index.
The rst step of this work is to build in a simple way the multi-sale aggregate (like ordered
arrangement of spherial elementary partiles). Dierent aggregates are then geometrially mo-
deled thanks to predened design parameters (e.g. partiles radius, aggregates overall volume).
A preliminary analysis of optial and geometrial analysis is then performed to determine the
relevant parameters : the average sattering ross setion (Csca
Xu
), alulated using a generali-
zation of the Mie theory (GMM for Generalized Multipartile Mie) developped by Y.L. Xu, and
spei geometri values features. An analysis of the behavior of the optial parameter and the
geometrial harateristis (e.g. ompatness, volume of matter...), with respet to the onstru-
tion parameters of the aggregates, is then performed.
A seond step is to study variations of Csca
Xu
value versus the variation of the geometrial
parameter of aggregates. Mathematial relations haraterizing these variations are established.
Finally, a study on the approximation of the Csca
Xu
value is arried out. A power law is propo-
sed whih is basedon previous optial approximate methods and on the seletion of geometrial
harateristis of the aggregates. The optial properties and geometrial harateristis of the
lusters are fairly extensive and ontrasted to give a general groundwork to this study. The work
done opens various perspetives suh as the onfrontation of the theoretial mathematial model
obtained, with experiment.
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CARACTÉRISATION GÉOMÉTRIQUE ET OPTIQUE DES AGRÉGATS
SUBMICRONIQUES MULTI-ÉCHELLES DE PARTICULES SPHÉRIQUES
TRES DIFFUSANTES
Spé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Mots-lefs : Agrégats multi-éhelles, Setion eae de diusion, Morphologie, Approximation.
Résumé :
Les agrégats multi-éhelles (sulfure de zin : ZnS, ...) ont des propriétés physiques et phy-
siohimiques présentant un grand intérêt industriel (industrie pharmaeutique, matériau, en-
vironnement...). L'objetif général de ette thèse est de aratériser es agrégats multi-éhelles
par une méthode optique d'une part, et par une étude géométrique d'autre part. Le but est de
trouver des relations simples entre propriétés optiques et géométriques. Les résultats présentés
sont valables pour tout matériau à haut indie de réfration.
Ce travail omporte une première étape de modélisation en étudiant tout d'abord des modèles
simples d'agrégats multi-éhelles (agenement ordonné de partiules élémentaires sphériques).
Diérents agrégats sont alors géométriquement modélisés suivant des paramètres de onstrution
prédénis (volume global des agrégats, rayon des partiules primaires...). Une analyse prélimi-
naire optique puis une analyse géométrique sont alors eetuées an de déterminer les paramètres
respetifs à étudier : la setion eae moyenne de diusion (Csca
Xu
), alulée au moyen d'une
extension de la théorie de Mie (GMM pour Generalized Multipartile Mie) d'Y-L Xu, et des
aratéristiques géométriques spéiques (volume de matière, ompaité...).
Une seonde étape onsiste à étudier les variations de la valeur de Csca
Xu
en fontion de elles
des paramètres géométriques des agrégats. Des relations aratérisant es variations sont établies.
Enn, une expression approhée pour la valeur de Csca
Xu
est reherhée sous la forme d'une
loi de puissane, reposant sur des méthodes optiques approhées existantes et sur la séletion
de aratéristiques géométriques pertinentes. Le modèle mis en plae est robuste et présente un
ompromis entre préision et omplexité. Le travail réalisé ouvre diverses perspetives omme la
onfrontation du modèle mathématique théorique obtenu, ave l'expériene.
